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Resumen
Utilizando GEANT4 se simula el inicio de una descarga atmosfe´rica. Son
obtenidas avalanchas autosostenidas de electrones, a partir de electrones se-
milla que son acelerados por un campo ele´ctrico exterior, interactuando con
los a´tomos que componen la atmo´sfera a trave´s de ionizaciones y colisio-
nes ela´sticas. Se asume que los electrones semilla, con energ´ıas iniciales de
∼ 1 keV, son generados por rayos co´smicos. Son tomados campos ele´ctricos
exteriores del orden de los centenares de kV/cm.
Las avalanchas de electrones, emisiones γ y emisiones X son caracterizadas.
Se exploran las condiciones mı´nimas necesarias para la transicio´n avalancha-
streamer en la formacio´n de un canal de plasma, evaluando principalmente
la distribucio´n de electrones, densidad de carga y el campo ele´ctrico gene-
rados a lo largo de la evolucio´n de la avalancha. La presencia de electrones
de altas energ´ıas en la avalancha (∼ MeV) dan lugar a algunos procesos:
Bremsstrahlung que genera emisiones de radiacio´n γ, ionizacio´n de capas
interiores ato´micas que genera emisiones de radiacio´n X, y fotoionizacio´n
de a´tomos producto de la interaccio´n de los fotones emitidos en los dos pro-
cesos anteriores con la atmo´sfera.
Para mi mama´, por haberme dado mis primeras lecciones sobre cuerpo
negro y orbitales a´tomicos ... y mis primeros cuentos de sismolog´ıa.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
Las avalanchas de electrones son el principio ba´sico a partir del cual se describen f´ısi-
camente los procesos de iniciacio´n y propagacio´n de una descarga atmosfe´rica. En las
avalanchas, electrones libres son acelerados por campos ele´ctricos intensos, creando
nuevos electrones libres a partir de la ionizacio´n de a´tomos y mole´culas presentes en
la atmo´sfera. Dependiendo del nu´mero de electrones, de la densidad de carga y de la
magnitud de la corriente ele´ctrica en la avalancha, e´sta puede generar descargas de
mayor intensidad hasta crear un canal de plasma o descarga leader.
Aunque la teor´ıa de Townsend da una descripcio´n de la f´ısica de las avalanchas de
electrones (1), los mecanismos de iniciacio´n y propagacio´n de descargas atmosfe´ricas
no cuentan con una descripcio´n completa del proceso. Existen actualmente algunos mo-
delos teo´ricos, que abarcan desde las avalanchas originadas por unos pocos electrones
iniciales bajo la accio´n de un campo ele´ctrico, hasta la propagacio´n misma de un rayo y
la formacio´n de canales de plasma. Sin embargo, no existe una teor´ıa u´nica que describa
totalmente el proceso de descarga. Experimentalmente se cuenta con algunos valores
para campos ele´ctricos mı´nimos necesarios y corriente ele´ctrica generada, sin que con
ello se sepa con claridad cua´les son las condiciones necesarias para generar un rayo.
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En los u´ltimos an˜os, la simulacio´n nume´rica ha sido una de las herramientas ma´s uti-
lizadas en la investigacio´n sobre descargas atmosfe´ricas, ya que a partir de principios
f´ısicos ba´sicos y conocie´ndose algunas variables, pueden obtenerse resultados ma´s fa´cil-
mente que por medio de la teor´ıa o la experimentacio´n. Varias simulaciones de descargas
atmosfe´ricas se encuentran en la literatura (2, 3, 4). En la Facultad de Ingenier´ıa de
la Universidad Nacional de Colombia, se han realizado investigaciones sobre descargas
atmosfe´ricas, entre las que se encuentra la simulacio´n de descargas corona en la que se
ha logrado describir adecuadamente descargas de laboratorio (3).
Esta tesis se enfoca en la descripcio´n del proceso de iniciacio´n de una descarga atmosfe´ri-
ca, buscando condiciones mı´nimas para que ocurra la transicio´n avalancha-streamer
dando inicio a un canal conductor. La simulacio´n se basa en las interacciones electro´n-
a´tomo utilizando la herramienta de simulacio´n Geant4, la cual garantiza un ca´lculo
confiable y eficiente de los procesos f´ısicos involucrados y proporciona la posibilidad de
estudiar fa´cilmente feno´menos como la emisio´n de radiacio´n γ. Siendo las simulaciones
de part´ıculas de reciente aplicacio´n en el estudio de descargas, se quiere explorar su
descripcio´n microsco´pica como una alternativa para encontrar condiciones ba´sicas para
la evolucio´n de una descarga.
Inicialmente se tratara´n algunos conceptos sobre electricidad en la atmo´sfera para lue-
go describir modelos teo´ricos de procesos de descarga, iniciando con descargas corona
y avalanchas de electrones para luego introducir los streamers como mecanismo de
iniciacio´n y propagacio´n de la descarga leader en la atmo´sfera. Una revisio´n sobre
simulaciones de procesos de descarga y sobre como trabaja Geant4 proporcionan una
descripcio´n de la simulacio´n realizada. Los dos cap´ıtulos finales presentan los resultados
obtenidos a partir de la simulacio´n, caracterizando primero las avalanchas de electrones
y despue´s los procesos secundarios resultado de la presencia de electrones relativistas
(emisio´n de radiacio´n y fotoionizacio´n).
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Cap´ıtulo 2
Conceptos ba´sicos en descargas
atmosfe´ricas
2.1. La electricidad en la atmo´sfera
La atmo´sfera presenta dos regiones diferenciadas por la magnitud de la densidad electro´ni-
ca: La ionosfera y la baja atmo´sfera. La ionosfera es la regio´n ma´s exterior en la
atmo´sfera, comprendida desde los 100 km de altura en adelante, donde la presencia
de electrones y iones hacen de ella un buen conductor. En la ionosfera el principal me-
canismo de generacio´n de carga libre es la fotoionizacio´n por la absorcio´n del extremo
ultravioleta de la radiacio´n solar (5). Su concentracio´n de electrones va desde el orden
de 103 electrones/cm3 a los 100 km de altura, hasta el orden de 106 electrones/cm3
a los 300 km de altura donde presenta su ma´xima concentracio´n. En cambio, la ba-
ja atmo´sfera se caracteriza por ser de´bilmente conductora, con una baja presencia de
carga libre producida por rayos co´smicos y decaimientos radiactivos sobre la superficie
terrestre.
La estructura ele´ctrica de la atmo´sfera se encuentra descrita por el Circuito Global
Terrestre (5). En este modelo, la atmo´sfera se asemeja a un capacitor esfe´rico, siendo la
superficie de la tierra el electrodo interior cargado con aproximadamente 5×105 C de
3
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carga negativa, la ionosfera el electrodo externo cargado con el signo opuesto, y la baja
atmo´sfera el medio de baja conductividad en su interior. A pesar de la poca conductivi-
dad de la baja atmo´sfera, existe una pequen˜a corriente entre la ionosfera y la superficie
de la tierra que corresponder´ıa a una corriente de fuga en el circuito terrestre. Si no
existiese algu´n otro mecanismo de transporte de carga aparte de la corriente de fuga,
la tierra se descargar´ıa en unos pocos minutos. Sin embargo, se observa que la carga
de la tierra se mantiene, sugirie´ndose as´ı un nuevo elemento en la descripcio´n. Wilson
(5), basa´ndose en mediciones mundiales de a´rea de tormenta, propuso que las nubes
generadoras de descargas funcionar´ıan como fuentes de corriente entre la superficie de
la tierra y la ionosfera, siendo entonces los rayos los que compensar´ıan la corriente de
fuga en descargas nube-tierra y nube-ionosfera (Figura 2.1).
Figura 2.1: Circuito Global Terrestre. Existe una corriente de fuga entre la ionosfera y
la tierra. Las nubes de tormenta actu´an como fuentes de corriente a trave´s de las descargas
nube-tierra y nube-ionosfera.
Las descargas atmosfe´ricas generalmente son producidas por nubes del tipo cumulonim-
bos. La base de este tipo de nubes puede estar a una altura de 2 km sobre la superficie
terrestre y extenderse hasta una altura de 20 km. De acuerdo con mediciones de campo
ele´ctrico debajo de nubes de tormenta, la carga ele´ctrica en su interior presenta dos
centros principales, uno negativo en la base de la nube y uno positivo a mayor altura
en una configuracio´n de dipolo. Modelos ma´s detallados proponen un tercer centro de
4
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carga positivo ubicado bajo el centro negativo y de menor cantidad de carga que los
mencionados (Figura 2.2).
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Figura 2.2: Campo ele´ctrico generado por nubes de tormenta. Utilizando los
valores reportados por Malan (5) de carga y altura respecto a la superficie de la tierra de
los centros de carga en una nube de tormenta, se calcula el campo ele´ctrico generado por
una nube de tormenta. A la izquierda se presenta un esquema del modelo sen˜alando la
altura de los centros de carga. A la derecha se presenta el perfil de campo ele´ctrico para
alturas menores a 4 km, considerando solamente los dos centros principales del modelo que
poseen cargas de 40 C de magnitud.
La carga presente en una nube de tormenta es capaz de generar campos ele´ctricos del
orden de centenares de kV/m en la base de la nube (Figura 2.2) y de acuerdo con la in-
tensidad del campo ele´ctrico puede ser generada una descarga de baja intensidad como
corona y streamers, que corresponden a descargas en las que se origina una ionizacio´n
de´bil alrededor de un electrodo, o de alta intensidad como una descarga leader, corres-
pondiente a un canal conductor o de plasma de alta ionizacio´n. Las distintas descargas
pueden transportar distintos tipos de portadores, ya sean electrones, iones negativos
o iones positivos, de acuerdo con la regio´n de la nube donde se originen. Se presen-
tan a continuacio´n los distintos procesos de descarga y sus mecanismos de iniciacio´n y
evolucio´n.
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2.2. Corona y avalanchas de electrones
El efecto corona es una descarga de baja intensidad en la cual el campo ele´ctrico ape-
nas supera el valor umbral de ionizacio´n en un material diele´ctrico. En la atmo´sfera,
el campo ele´ctrico generado por las nubes de tormenta dif´ıcilmente alcanza el valor de
ruptura diele´ctrica para el aire (alrededor de 30 kV/cm). Sin embargo, la distribucio´n
de carga ele´ctrica en las nubes o en tierra pueden generar campos altamente no uni-
formes aumentando localmente el valor del campo ele´ctrico. En la tierra, la vegetacio´n
o estructuras meta´licas pueden convertirse en puntas de descarga debido a su mayor
densidad de carga superficial, mientras que en la atmo´sfera los hidrometeoros o formas
condensadas de agua, tales como gotas de lluvia o cristales de hielo, cumplen esta fun-
cio´n.
En una descarga corona el aire alrededor de la punta de descarga es ionizado creando
electrones libres y iones positivos. Los electrones, que poseen mayor movilidad que los
iones, son los que generan corrientes ele´ctricas hacia o desde la punta de descarga de
acuerdo con el signo de la carga sobre su superficie. Existen entonces dos tipos de des-
carga corona, denomina´ndose corona positivo al que atrae hacia la punta los electrones
y corona negativo al que rechaza los electrones producidos (Figura 2.3). En cualquiera
de los dos casos las cargas generadas tendera´n a apantallar el campo ele´ctrico inicial,
ya sean los electrones en corona positivo o los iones en corona negativo, deteniendo de
este modo la descarga.
Sin embargo, el efecto corona puede llegar a generar avalanchas de electrones y por tan-
to, iniciar descargas atmosfe´ricas. En la literatura han sido propuestos mecanismos para
prevenir el apantallamiento de iones en corona, considerando algu´n agente externo que
remueva los iones que se encuentran sobre la punta corona (5), o suponiendo un encen-
dido ra´pido de la avalancha capaz de iniciarla antes de que aparezca el apantallamiento
(6). En dado caso, los electrones creados por ionizacio´n de corona sera´n acelerados por
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Figura 2.3: Efecto corona en una punta meta´lica. Efecto corona y deformacio´n de
las l´ıneas de campo ele´ctrico debido a una punta meta´lica inmersa en un campo ele´ctrico
uniforme. (a) Campo ele´ctrico uniforme. (b) Deformacio´n de las l´ıneas de campo ele´ctrico
debido a una punta meta´lica inmersa en la regio´n de campo ele´ctrico uniforme. De acuerdo
con la polaridad del campo aplicado, los electrones provenientes del aire ionizado alrededor
del electrodo viajara´n (c) hacia el electrodo en el caso de corona positivo, o (d) hacia afuera
del electrodo en caso de corona negativo. Figuras basadas en la Referencia (5).
el campo ele´ctrico ganando energ´ıa cine´tica, y as´ı mismo ionizando a´tomos y mole´cu-
las del gas creando nuevos electrones libres. Los nuevos electrones tambie´n servira´n
de multiplicadores de carga y se formara´ de esta manera una avalancha de electrones
(Figura 2.4).
Una aproximacio´n f´ısica a la formacio´n de avalanchas se encuentra en el modelo de
Townsend (6). Suponiendo un campo ele´ctrico constante, el nu´mero total de electrones
N en la avalancha crece de forma exponencial siguiendo la funcio´n
N = N0e
αx, (2.1)
donde N0 es el nu´mero inicial de electrones, x es la distancia recorrida por la avalancha
y α el coeficiente de ionizacio´n (nu´mero de ionizaciones realizadas por un electro´n por
unidad de distancia). α depende de la presio´n del gas p y del campo ele´ctrico aplicado
E a partir de la fo´rmula semi-emp´ırica
α = Ape−Bp/E , (2.2)
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Figura 2.4: Esquema de avalancha de electrones. Un electro´n semilla inicial acelerado
por un campo ele´ctrico ioniza el gas en el cual se encuentra creando nuevos electrones libres
que a su vez tambie´n son acelerados y ionizan el gas que los contiene.
donde A y B son constantes obtenidas experimentalmente.
Aunque el modelo de Townsend proporciona una descripcio´n sencilla utilizando la ioni-
zacio´n como el mecanismo fundamental para la iniciacio´n de descargas a partir del
efecto corona, existen discrepancias con los resultados experimentales y feno´menos que
no logra describir como se vera´ en la siguiente seccio´n.
2.3. Procesos de iniciacio´n y propagacio´n de descargas
Los detalles sobre el origen de rayos en una tormenta y los procesos que gobiernan
su iniciacio´n aun no se conocen de manera completa. Sin embargo, existen mediciones
y modelos teo´ricos con los que se intenta dar explicacio´n al feno´meno, los cuales se
presentara´n a continuacio´n como una revisio´n de lo que actualmente se conoce sobre el
tema.
Un primer aspecto importante a tratar es el de los mecanismos de creacio´n de electro-
8
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nes semilla capaces de originar avalanchas. Como se explico´ en la seccio´n anterior, el
efecto corona puede ser el mecanismo generador de electrones libres iniciales. Sin em-
bargo, mediciones de campo ele´ctrico en la base de nubes de tormenta reportan valores
de E < 3 kV/cm, mientras que el campo ele´ctrico mı´nimo requerido para iniciar una
descarga de tipo corona es de aproximadamente 30 kV/cm. Una posible explicacio´n de
la medicio´n de bajos valores de campo ele´ctrico es que experimentalmente no se logran
medir campos locales generados en cristales o gotas de agua que se estiman pueden
ser de mayor valor. Sin embargo, al no haber sido medidos aun, queda un interrogante
sobre su existencia.
Otros mecanismos propuestos para la creacio´n de electrones semilla en una descarga son
la fotoionizacio´n de mole´culas y a´tomos en la atmo´sfera, rayos co´smicos provenientes
del espacio exterior y radiacio´n generada por decaimientos radioactivos en la superficie
terrestre. Los dos u´ltimos mecanismos mencionados pueden crear electrones libres con
grandes valores de energ´ıa (del orden de los MeV), capaces de generar avalanchas de
electrones bajo la accio´n de campos ele´ctricos de menor valor que los necesarios en
corona (por debajo de los 30 kV/cm).
Asumiendo la generacio´n de avalanchas de electrones por cualquiera de los mecanismo
mencionados, es necesario explicar la evolucio´n y propagacio´n de tales avalanchas. Una
primera explicacio´n fue proporcionada con el modelo de Townsend presentado en la sec-
cio´n anterior, sin embargo, feno´menos como la propagacio´n de descargas atmosfe´ricas
en grandes distancias, en las que el campo ele´ctrico puede alcanzar valores inferiores
al umbral de ionizacio´n (30 kV/cm), no pueden ser descritos con dicho modelo. En los
trabajos de Loeb (7, 8) es propuesta la teor´ıa de streamer breakdown.
Un streamer es el frente de ionizacio´n de la descarga, capaz de crear y permitir la
propagacio´n de un canal de alta ionizacio´n o canal de plasma denominado leader.
Los streamers se originan en regiones de valores altos de campo ele´ctrico para luego
9
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propagarse por regiones de campos de´biles, convirtiendo el gas de baja ionizacio´n en
un canal conductor que puede atravesar la atmo´sfera desde la nube de tormenta hasta
la superficie de la tierra o la electro´sfera. A continuacio´n se calculara´n las condiciones
mı´minas de nu´mero de electrones y densidad de electrones necesarias para la iniciacio´n
de un streamer, y un modelo de evolucio´n de un streamer a partir de un u´nico electro´n
inicial.
2.3.1. Condiciones para la iniciacio´n de streamers
En la descripcio´n de la iniciacio´n de un streamer no es muy importante conocer el ori-
gen de los electrones semilla o el nu´mero inicial de e´stos, simplemente puede pensarse
en uno o varios electrones iniciales capaces de generar una avalancha de electrones. La
avalancha se convertira´ en un streamer cuando la ionizacio´n generada en el gas cree
un canal conductor capaz de apantallar el campo ele´ctrico exterior, garantizando por
s´ı mismo su propagacio´n y la evolucio´n de la descarga. Entonces cua´les son las condi-
ciones mı´nimas en una avalancha para que e´sta pueda alcanzar el estado de streamer?
Para responder esta pregunta nos basaremos en la descripcio´n presentada en la Refe-
rencia (1).
Pie´nsese en una avalancha originada por un u´nico electro´n inicial. Un campo ele´ctrico
exterior acelerara´ el electro´n inicial y e´ste ganara´ suficiente energ´ıa para ionizar un
a´tomo del gas circundante. Despue´s de repetidas ionizaciones, se tendra´ un conjunto de
iones y de electrones bajo la accio´n del campo ele´ctrico exterior. Los electrones de alta
movilidad avanzara´n en direccio´n opuesta al campo ele´ctrico exterior. Por su parte los
iones, debido a su baja movilidad, tendera´n a permanecer en la misma posicio´n donde
fueron creados. Ocurrira´ entonces una redistribucio´n de la carga espacial en la regio´n
recorrida por la avalancha, forma´ndose un dipolo de carga y un nuevo campo ele´ctrico
oponie´ndose al campo ele´ctrico exterior inicial (ver Figura 2.5).
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Se calculara´n entonces los valores de carga y las densidades de carga necesarios pa-
ra crear un dipolo con un campo ele´ctrico capaz de cancelar en su interior el campo
ele´ctrico exterior y as´ı permitir la formacio´n de un canal conductor. Para realizar di-
cho ca´lculo, se hara´ una analog´ıa con un modelo sencillo de esfera conductora inmersa
en un campo ele´ctrico (ver Ape´ndice A). Supo´ngase una esfera conductora de radio
a > α−1 y un campo ele´ctrico exterior E0. La carga ele´ctrica superficial de la esfera se
redistribuira´ de tal manera que en su interior logre apantallar el campo ele´ctrico E0,
mientras que en el exterior incrementara´ su valor (ver Figura 2.5).
E0
E0
E ´
E0
Figura 2.5: Distribucio´n dipolar de la carga en la avalancha. A la izquierda se
presenta un esquema de las l´ıneas de campo ele´ctrico generadas por la distribucio´n de
carga del dipolo y el campo ele´ctrico exterior. Se muestran los centros de masa de las
distribuciones de iones y electrones y se indica la regio´n cubierta por la avalancha en
su recorrido. A la derecha se muestra el modelo de la esfera conductora en un campo
ele´ctrico uniforme, utilizado para calcular la carga necesaria en la distribucio´n dipolar de
la avalancha para crear una regio´n de campo ele´ctrico nulo. Se sugiere la polarizacio´n de
la esfera debida al campo ele´ctrico exterior, mostrando con color ma´s intenso la superficie
de la esfera con mayor densidad de carga.
De acuerdo con el Ape´ndice A, la densidad de carga en la superficie de la esfera se
encuentra dada por
σ = 3ǫ0E0 cos θ, (2.3)
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siendo ǫ0 la permitividad ele´ctrica en el vac´ıo y θ el a´ngulo formado entre los vectores
de campo ele´ctrico exterior y normal a la superficie de la esfera en cada punto. De la
densidad de carga se obtiene que la carga positiva y negativa que origina la polarizacio´n
en la esfera es
Q+ = −Q− = eN = 3πǫ0a2E0. (2.4)
Tomando la condicio´n l´ımite en que a ≈ α−1, caso en el que los electrones semilla
habr´ıan realizado aproximadamente una ionizacio´n, se estima que el nu´mero mı´nimo
de electrones necesarios para la creacio´n del canal conductor sera´
Ne min ≈ 3πǫ0E0
eα2
. (2.5)
Estimando valores de α ≈ 10 /cm y E0 ≈ 30 kV/cm, se obtiene para el nu´mero mı´nimo
de electrones y para la densidad mı´nima
N e min ≈ 109, (2.6)
ne min ≈ 1011/cm3. (2.7)
Cumplie´ndose las condiciones anteriormente calculadas, se propagara´ una onda ioni-
zante a partir de los hemisferios de la esfera inicial y hacia los dos sentidos a lo largo
de la direccio´n del campo ele´ctrico. La distribucio´n de carga sobre la esfera generara´ un
campo ele´ctrico de dipolo que favorecera´ la propagacio´n en la direccio´n paralela al
campo ele´ctrico exterior, mas no en la direccio´n transversal, crea´ndose de este modo
un canal conductor.
2.3.2. Transicio´n avalancha-streamer
Ya habiendo calculado las condiciones mı´nimas de carga y densidad de carga para
la formacio´n de un streamer, conside´rese de nuevo la avalancha creada por un u´nico
electro´n en un campo ele´ctrico externo uniforme. Def´ınase el campo ele´ctrico exterior
como E0 = −E0iˆ. Sea x la distancia recorrida por la avalancha de electrones, medida
desde el punto de origen y en la direccio´n iˆ en la cual viaja la avalancha (ver Figura 2.6).
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0
r
0E
Figura 2.6: Avalancha a partir de un electro´n semilla. Esquema de avalancha de
electrones originada a partir de un u´nico electro´n semilla. A la izquierda se presentan en
color gris las trayectorias recorridas por los electrones en la avalancha acelerados por el
campo ele´ctricoE0. Se muestran las posiciones donde ocurrio´ una ionizacio´n y las posiciones
finales de los electrones. A la derecha se tiene un zoom de las posiciones finales de los
electrones, indicando con un c´ırculo de radio r la proyeccio´n en el plano xy de la nube
esfe´rica de electrones considerada en los ca´lculos.
Segu´n el modelo de Townsend, el nu´mero de electrones Ne y de iones positivos N+ se
incrementa con la avalancha como
dNe
dx
=
dN+
dx
= αNe, (2.8)
Ne =N+ + 1 = exp(αx). (2.9)
Los electrones se movera´n con una velocidad de arrastre ve = µeE0, mientras que los
iones pra´cticamente permanecera´n inmo´viles. Sin considerar la expansio´n espacial de
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la nube electro´nica, se tendr´ıa para las densidades de electrones y iones
ne(x, y, z) = δ(x− vet)δ(y)δ(z) exp(αx), x = vet, (2.10)
n+(x, y, z) =
∫ t
0
αvenedt = δ(y)δ(z)α exp(αx), x ≤ vet. (2.11)
Las distribuciones de carga formara´n entonces un dipolo mo´vil con velocidad ve y una
distancia entre centros de masa de aproximadamente α−1.
Similarmente a la situacio´n de la esfera conductora descrita en la seccio´n anterior, es
necesario que el campo ele´ctrico originado por la distribucio´n de carga sea en el interior
de dipolo, del mismo valor y direccio´n opuesta al campo ele´ctrico exterior generando
un campo ele´ctrico total nulo en esta regio´n. Sea E′ el campo ele´ctrico generado por
los electrones en el dipolo, para el cual se tiene a una distancia α−1/2 de los centros
de carga que E′ = eNe4α
2/4πǫ0, siendo entonces la condicio´n para la formacio´n de
streamers
E′ = E0/2, (2.12)
Ne =πǫ0E0/2eα
2, (2.13)
encontra´ndose una expresio´n similar a (2.5).
Ahora, conside´rese la expansio´n espacial de la avalancha debida a dos mecanismos:
La difusio´n y la repulsio´n electrosta´tica entre electrones. Inicialmente conside´rese la
difusio´n, con lo cual se tiene para los electrones la ecuacio´n hidrodina´mica
∂ne
∂t
+∇ · Γe = αvene, Γe = −neµeE0 −De∇ne, (2.14)
donde Γ es la densidad de flujo de part´ıculas, dada por los flujos de arrastre debidos
al campo ele´ctrico exterior y a la difusio´n. Sean µe la movilidad y De el coeficiente de
difusio´n electro´nica. La solucio´n de la ecuacio´n (2.14) corresponde a la forma gaussiana
ne(x, r, t) =
1
(4πDet)3/2
exp
(
−(x− vet)
2 + r2
4Det
+ αvet
)
, (2.15)
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donde r =
√
y2 + z2.
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Figura 2.7: Distribucio´n de carga en una avalancha. Se presentan las distribucio-
nes de ne y n+ calculadas en el instante αvet= 15 para una avalancha de electrones. La
avalancha se asume formada por un electro´n inicial en un campo ele´ctrico uniforme E0=30
kV/cm, tomando α = 10/cm y siendo 4Deα/ve = 4.8×10−3 (ecuaciones (2.11) y (2.15)).
En la Figura 2.7 se presentan las densidades de iones y electrones en una avalancha de
electrones, utilizando las ecuaciones (2.11) y (2.15) para densidad de iones y electrones
respectivamente. En la figura se observa la traza de iones a lo largo del recorrido de la
avalancha y el conjunto de electrones desplaza´ndose a una velocidad promedio ve dada
por el arrastre de los electrones ante la accio´n del campo ele´ctrico E0. La distancia en-
tre los centros de masa de iones y electrones corresponde a α−1.
Un observador que viaje con la avalancha, es decir, a una velocidad ve, y se encuentre en
la posicio´n x0 = vet con r = 0, observara´ una nube esfe´rica de electrones expandie´ndose
a su alrededor con el paso del tiempo. Llamando r al radio de la nube de electrones,
se denominara´ rD a la desviacio´n esta´ndar obtenida en la ecuacio´n (2.15), la cual
corresponde al radio de la nube de electrones considerando el proceso de difusio´n. Se
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tiene entonces para rD
rD = (4Det)
1/2 =
(
4
Dex0
µeE0
)1/2
. (2.16)
En la ecuacio´n (2.16) se puede observar la dependencia del radio de la nube de electrones
con t1/2; sin embargo, drDdt ∼ x−10 , as´ı que con el aumento del nu´mero de electrones, la
tasa de expansio´n por difusio´n de la esfera sera´ cada vez menor, mientras que la repul-
sio´n electrosta´tica aumentara´ dominando el proceso de expansio´n. Se analizara´ entonces
la contribucio´n dada por la repulsio´n electrosta´tica. La velocidad de expansio´n de la
nube de electrones correspondera´ al arrastre de los electrones ma´s exteriores debido al
campo ele´ctrico E′. Sea rR el radio de la nube dado por repulsio´n electrosta´tica, para
el cual se tiene
drR
dt
= µeE
′ =
µee exp(αx)
4πǫ0r2R
, x = µeE0t, (2.17)
obtenie´ndose finalmente
rR =
(
3e exp(αx)
4πǫ0αE0
)1/3
. (2.18)
Se tiene entonces para el campo ele´ctrico y la densidad electro´nica ne
E′ =
E0αrR
3
, (2.19)
ne =
3Ne
4πr3R
=
ǫ0αE0
e
. (2.20)
De (2.19) se tiene que el campo ele´ctrico generado por la distribucio´n de carga cre-
cera´ proporcionalmente al radio, mientras que la densidad permanece constante y por
tanto el nu´mero de electrones crece proporcionalmente al volumen. Creciendo el radio
rR de manera exponencial, se espera que en los primeros instantes de la avalacha, el
proceso de expansio´n dominante sea la difusio´n, pero despue´s de una cierta distancia
sera´ la repulsio´n electrosta´tica el mecanismo prevaleciente (ver Figura 2.8).
Tomando los valores utilizados para generar la Figura 2.8, el instante en el que los pro-
cesos de repulsio´n electrosta´tica y difusio´n tienen igual contribucio´n en la expansio´n de
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Figura 2.8: Repulsio´n electrosta´tica y difusio´n de electrones en una avalancha.
Se muestra el crecimiento del radio de la esfera de electrones rR en la avalancha teniendo
en cuenta los mecanismos de difusio´n y repulsio´n electrosta´tica. Se utilizaron los valores
α = 10/cm y un campo ele´ctrico exterior de E0 = 30 kV/cm. Se observa co´mo inicialmente
la expansio´n se produce principalmente por difusio´n, mientras que despue´s de 1.5 cm de
recorrido de la avalancha, el proceso dominante resulta ser la repulsio´n electrosta´tica.
la nube de electrones, ocurre cuando el nu´mero de electrones es Ne ≈ 106. De acuerdo
con los ca´lculos de la seccio´n anterior (donde se utilizo´ el modelo de la esfera conductora
inmersa en un campo ele´ctrico constante), son necesarios Ne ≈ 109 para que se cree una
regio´n con campo ele´ctrico nulo y aparezca un streamer. Por tanto, en el instante de la
transicio´n avalancha-streamer el mecanismo dominante sera´ la repulsio´n electrosta´tica,
y utilizando (2.19) e´sto ocurrira´ cuando r ≈ 3α−1/2.
Se pueden establecer entonces dos criterios para la transicio´n avalancha-streamer
Ne min =
9πǫ0E0
2eα2
, (2.21)
α(E0)x0 = ln(Ne min) = ln
(
9πǫ0E0
2eα2
)
. (2.22)
Para aire, tomando E0 =30 kV/cm y α =10 cm
−1, se tiene Ne min =2.5×109 y αx =22,
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por lo tanto se lograra´ la transicio´n despue´s de que la avalancha haya recorrido una
distancia x =2.2 cm.
Luego de la transicio´n, la f´ısica del proceso tiene algunos cambios. En una avalancha,
los electrones participan de la ionizacio´n con una probabilidad dada por α. Despue´s de
la transicio´n a streamer, los electrones ubicados detra´s del frente de ionizacio´n, es decir,
cercanos a la regio´n de campo cero, ya no contribuyen en la ionizacio´n. El crecimiento
exponencial del nu´mero de electrones en la avalancha (ecuacio´n (2.1)) no es capaz de
describir la f´ısica del streamer.
En la regio´n comprendida entre la traza de iones y la nube de electrones, debido a
que son de taman˜o comparable la distancia entre los centros de masa de las dos dis-
tribuciones de carga y el radio de la nube de electrones, se superpondra´n formando un
plasma. En dicha regio´n el campo sera´ de´bil y el campo ele´ctrico generado por los iones
tendera´ a detener la expansio´n radial de la nube de electrones. Por otra parte, en los
frentes de ionizacio´n correspondientes a las regiones frente a la nube de electrones y
detra´s de la traza de iones, el campo ele´ctrico sera´ incrementado proporcionando una
propagacio´n mayor a la de una simple avalancha.
2.3.3. Propagacio´n de una descarga
Han sido presentadas en e´ste cap´ıtulo la evolucio´n de la avalancha de electrones y la
transicio´n avalancha-streamer como la descripcio´n de la f´ısica de los primeros instantes
de una descarga atmosfe´rica. Sin embargo, otro aspecto importante de e´sta descripcio´n
f´ısica es que proporciona la explicacio´n del mecanismo de propagacio´n de descargas en
grandes gaps (distancias mayores a 1 m).
Descargas ocurridas en distancias cortas, en las que la distancia entre a´nodo y ca´todo
es del orden de los cent´ımetros, pueden ser descritas a partir de la teor´ıa de Townsend
(9), en la que los iones creados por una avalancha inicial son llevados por el campo
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ele´ctrico hacia el ca´todo y son capaces de desprender nuevos electrones que creen a
su vez nuevas avalanchas y continu´en con la ionizacio´n del gap. En la descripcio´n de
descargas de gap largo no es posible asumir una fuente de carga que alimente constan-
temente la descarga, ni esperar campos ele´ctricos de tan gran magnitud que mantengan
encendida la descarga.
La teor´ıa de streamers soluciona este problema. El canal de plasma o canal conductor
funciona como un electrodo que viaja con la descarga y se extiende a medida que el
frente ionizante avanza en medio del gap. El gap cada vez tendra´ menor taman˜o y de
esta manera se garantiza la condicio´n de Breakdown o ruptura del gap (1) 1. As´ı que
no solo es necesario explicar co´mo ocurre la produccio´n de electrones libres, sino que
adema´s es necesario entender co´mo estos electrones deben ser confinados para crear un
canal de plasma.
Debido a los alcances que tiene la simulacio´n que se presentara´, no se ahondara´ ma´s
en el tema de la propagacio´n de un rayo y el trabajo se enfocara´ principalmente en la
iniciacio´n de una descarga, comprendiendo desde el inicio de una avalancha de electrones
hasta la transicio´n avalancha-streamer.
2.4. Colisiones entre a´tomos y electrones de altas veloci-
dades no relativistas
Finalmente, se presentara´ en esta seccio´n el tratamiento cua´ntico para colisiones ela´sti-
cas e inela´sticas entre electrones y a´tomos de acuerdo con el desarrollo de la Referencia
(10). E´ste ser´ıa un acercamiento al problema de iniciacio´n de descargas a partir de
procesos microsco´picos, a diferencia de los conceptos presentados anteriormente en este
1
Breakdown de acuerdo con la definicio´n dada en la Referencia (1) corresponde a la formacio´n de
un canal altamente conductor capaz de transportar una corriente alta y disminuir el voltaje en un gap
aislante hasta producir corto circuito.
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cap´ıtulo. Habie´ndose desarrollado una simulacio´n de part´ıculas, es importante com-
prender las interacciones principales consideradas y destacar el rango de energ´ıas de
intere´s.
Trata´ndose de electrones de altas velocidades, sera´ utilizada la aproximacio´n de Born,
en la cual que la velocidad del electro´n incidente es alta en comparacio´n con la veloci-
dad de los electrones en el a´tomo. En este modelo, el sistema de coordenadas utilizado
es aquel en el cual el a´tomo se encuentra en reposo. Para el caso de colisiones ela´sti-
cas, se asume que el estado interno del a´tomo permanece inalterado, calcula´ndose tan
solo la probabilidad de dispersio´n del electro´n incidente a trave´s de un diferencial de
a´ngulo so´lido. En cambio, para el caso de colisiones inela´sticas, se asume un cambio en
el estado interno del a´tomo, correspondiendo a una transicio´n hacia un estado discre-
to (excitacio´n ato´mica) o un estado cont´ınuo (ionizacio´n). Es necesario en este u´ltimo
caso calcular la probabilidad de dispersio´n y la energ´ıa pe´rdida del electro´n incidente.
Se presentara´ a continuacio´n el modelo de colisiones inela´sticas entre electro´n y a´tomo,
siendo un caso especial de e´stas las colisiones ela´sticas.
Sean ~p y ~p′ el momento del electro´n incidente antes y despue´s de la colisio´n respectiva-
mente, y sean E0 y En las correspondientes energ´ıas del atomo. Se tiene entonces para
la probabilidad de transicio´n por unidad de tiempo, d̟n, la expresio´n
d̟n =
2π
~
∣∣< n, ~p′|U |0, ~p >∣∣2 δ(p′2 − p2
2m
+ En − E0
)
d3p′
(2π~)3
, (2.23)
donde la interaccio´n entre el electro´n incidente y el a´tomo se encuentra dada por
U =
Ze2
r
−
Z∑
a=1
e2
|~r − ~ra| , (2.24)
siendo ~r la posicio´n del electro´n incidente y ~ra la posicio´n de los electrones ato´micos.
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Sean ψp y ψp′ las funciones de onda normalizadas del electro´n incidente antes y despue´s
de la colisio´n, dadas por
ψ~p =
√
m
p
e(i/~)~p·~r, (2.25)
ψ~p′ = e
(i/~)~p′·~r. (2.26)
Para el a´tomo se tiene a ψ0 y ψn como las funciones de onda en los estados inicial y
final respectivamente. Remplazando las funciones de onda mencionadas en la ecuacio´n
(2.23), utilizando la ley de la conservacio´n de la energ´ıa en la que p
2−p′2
2m = En − E0, e
integrando con respecto a p′ se obtiene para la seccio´n eficaz diferencial la expresio´n
dσn =
m2
4π2~4
p′
p
∣∣∣∣
∫∫
Ue−i~q·~rψ∗nψ0dτdV
∣∣∣∣
2
dΩ, (2.27)
en donde dτ = dV1dV2...dVZ es el diferencial en el espacio de configuracio´n de los Z
electrones del a´tomo y dΩ el diferencial de a´ngulo so´lido. Tomando n = 0 y p = p′ en
la ecuacio´n (2.27), se obtiene la seccio´n eficaz diferencial para colisiones ela´sticas.
Remplazando el potencial de interaccio´n en la ecuacio´n (2.27) se llega a la expresio´n
dσn =
(
e2m
~2
)2
4k′
q4k
∣∣∣∣∣< n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 >
∣∣∣∣∣
2
dΩ, (2.28)
donde se ha usado que ~k = ~p/~ y su equivalente para las variables primadas. Expresando
el resultado anterior en te´rminos del a´ngulo de dispersio´n, el resultado es
dσn = 8π
(
e2
~v
)2
dq
q3
∣∣∣∣∣< n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 >
∣∣∣∣∣
2
. (2.29)
encontra´ndose entonces la seccio´n eficaz diferencial para la transicio´n al estado n-e´simo
del a´tomo. Puede ahora ser calculada la seccio´n eficaz diferencial dσr para dispersio´n
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inela´stica en un elemento de a´ngulo so´lido, sumando sobre n y obtenie´ndose
dσr =
∑
n 6=0
dσn = 8π
(
e2
~v
)2∑
n 6=0
∣∣∣∣∣< n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 >
∣∣∣∣∣
2
dq
q3
(2.30)
=
(
2e2
~v
)2∑
n 6=0
∣∣∣∣∣< n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 >
∣∣∣∣∣
2
dΩ
̟4
. (2.31)
Finalmente, para la energ´ıa media perdida en la colisio´n, la cual es caracterizada por
el diferencial de retardo efectivo, dκ, se tiene
dκ =
∑
n
(En − E0)dσn, (2.32)
con el cual, remplazando la ecuacio´n (2.29) en la expresio´n anterior, se tiene la siguiente
ecuacio´n como fo´rmula general de retardo efectivo en una colisio´n de un electro´n a altas
velocidades y un a´tomo
dκ = 8π
(
e2
~v
)2∑
n
(En − E0)
∣∣∣∣∣< n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 >
∣∣∣∣∣
2
dq
q3
. (2.33)
Un desarrollo ma´s detallado sobre colisiones se encuentra en el Ape´ndice B, donde han
sido deducidos los resultados de esta seccio´n.
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Cap´ıtulo 3
Simulacio´n de descargas
La simulacio´n realizada comprende desde el inicio de la avalancha hasta la transicio´n
avalancha-streamer, siendo una simulacio´n part´ıcula a part´ıcula, basada en la interac-
cio´n de electrones con a´tomos de una atmo´sfera de aire. En este cap´ıtulo se presentara´n
los tipos de simulaciones que se han utilizado para la simulacio´n de streamers y los
alcances y ventajas de utilizar una simulacio´n part´ıcula a part´ıcula para describir los
primeros instantes de una descarga atmosfe´rica.
3.1. Simulacio´n de procesos de descarga
Existen dos tipos de simulaciones de streamers: En una se considera part´ıcula a part´ıcu-
la (modelos de part´ıcula), en la otra la densidad de carga se trata como si fuese un
fluido (modelos de fluido). En las simulaciones con el modelo de part´ıcula se considera
la interaccio´n de cada electro´n con los a´tomos del gas, utilizando para el ca´lculo de
trayectorias el me´todo de Monte Carlo. En cambio, las simulaciones con el modelo de
fluidos se consideran densidades continuas de part´ıculas ma´s que las interacciones in-
dividuales, utilizando las ecuaciones de continuidad para electrones y iones.
Un ejemplo de una simulacio´n utilizando un modelo de part´ıcula se encuentra en la
Referencia (2), en la que se desarrollo´ un co´digo de simulacio´n bidimensional para el
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estudio de la distribucio´n y aceleracio´n de electrones en una descarga propaga´ndose
en aire. La simulacio´n consiste en originar avalanchas de electrones y posteriormente
streamers acelerando una distribucio´n inicial de electrones bajo la accio´n de un cam-
po ele´ctrico exterior. En la simulacio´n mencionada son consideradas las interacciones
electro´n-a´tomo en colisiones ela´sticas, ionizaciones, excitacio´n de a´tomos y captura
electro´nica.
Adema´s del campo ele´ctrico exterior, en la Referencia (2) se toma en cuenta el campo
ele´ctrico generado por la distribucio´n de iones y electrones. Los iones creados, siendo
part´ıculas de baja movilidad para escalas cortas de tiempo, permanecen en reposo a lo
largo de la simulacio´n, mientras que los electrones siguen su trayectoria a trave´s de una
grilla espacial que permite el control sobre el nu´mero de part´ıculas consideradas en el
ca´lculo. Debido a que el proceso involucra un gran nu´mero de part´ıculas, cada part´ıcula
en la simulacio´n representa varias part´ıculas reales, limita´ndose a un valor ma´ximo el
nu´mero de part´ıculas por sector de la grilla.
Con el co´digo implementado en la Referencia (2) se logran simular streamers de des-
cargas tipo sprite (entre una nube de tormenta y la electro´sfera) generados a aproxi-
madamente 70 km de altura y streamers de descargas entre nube y tierra generados a
aproximadamente 10 km de altura. Para estos dos procesos se estudia la aceleracio´n de
electrones te´rmicos y las condiciones necesarias para la generacio´n de avalanchas.
Aunque las simulaciones con modelos de part´ıcula son eficientes en la descripcio´n de
frentes de ionizacio´n en los que las velocidades de los electrones son altas, las densidades
de carga son bajas y el nu´mero de part´ıculas involucradas es manejable, no son muy
eficientes en las regiones de alta ionizacio´n, resultando apropiado considerar la densidad
de carga como un fluido (4). Una desventaja importante de los modelos de part´ıculas es
que la estad´ıstica que puede tenerse con unas pocas part´ıculas puede crear fluctuaciones
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de velocidad y de rata de ionizacio´n, siendo posible la aparacio´n de inestabilidades.
Evaluando las ventajas y desventajas de los dos modelos, se considero´ ma´s apropiado
para la simulacio´n en esta tesis utilizar un modelo de part´ıcula. La principal razo´n
para escoger este tipo de simulacio´n es la posibilidad de evaluar microsco´picamente la
interaccio´n electro´n-a´tomo y la incidencia de cada proceso involucrado en la evolucio´n
de avalanchas y creacio´n de streamers. La aceleracio´n de electrones hasta alcanzar ve-
locidades relativistas y las bajas densidades (∼ 104 e−/cm3) tambie´n hacen apropiado
el uso de un modelo de part´ıcula como el proporcionado por Geant4.
A continuacio´n se mostrara´ como funciona Geant4 y la forma como, utilizando el me´to-
do de Monte Carlo y bases de datos especializadas, calcula las variables f´ısicas que
describen el estado de los electrones y fotones, y las interacciones entre estas part´ıculas
y los a´tomos de la atmo´sfera simulada.
3.2. Simulaciones con GEANT4
Geant4 es una herramienta para la simulacio´n del paso de part´ıculas a trave´s de la
materia, la cual cuenta con bases de datos de interaccio´n de diferentes part´ıculas y
radiacio´n con a´tomos de cada elemento qu´ımico y algunos compuestos comunes, per-
mitiendo utilizar diferentes interacciones y modelos f´ısicos de acuerdo con el rango de
energ´ıa. Utilizando el me´todo de Monte Carlo, Geant4 calcula las trayectorias descritas
por las part´ıculas a partir de la probabilidad de interaccio´n de la part´ıcula con los
a´tomos de un material.
En la simulacio´n de la trayectoria de electrones en aire, sera´n considerados 3 procesos:
Dispersio´n mu´ltiple de Coulomb, ionizacio´n y Bremsstrahlung. Dispersio´n mu´ltiple de
Coulomb corresponde a la desviacio´n con respecto a la trayectoria original de los elec-
trones, debido a su interaccio´n con el campo ele´ctrico generado por los nu´cleos en
25
3. SIMULACIO´N DE DESCARGAS
el material, tomando en su ca´lculo una aproximacio´n para gran nu´mero de colisio-
nes. Geant4 usa un algoritmo de simulacio´n con el cual calcula el desplazamiento, la
pe´rdida de energ´ıa y el cambio de direccio´n del electro´n como un efecto global de coli-
siones ela´sticas (11, 12).
La ionizacio´n es el principal mecanismo de produccio´n de carga en una descarga. Para
calcular esta interaccio´n se utiliza´ el modelo esta´ndar de Geant4, para el cual es ne-
cesario definir un valor umbral de energ´ıa Kcut. Por encima de este umbral, la energ´ıa
perdida es simulada con la creacio´n explicita de electrones, mientras por debajo de
dicho valor, la interaccio´n se simula con la pe´rdida continua de energ´ıa sin la creacio´n
explicita del nuevo electro´n (11, 12).
Un proceso secundario a la ionizacio´n es la emisio´n de radiacio´n X, debida a la ioni-
zacio´n de a´tomos en sus capas interiores y a la posterior emisio´n de un foto´n, producto
de la transicio´n electro´nica en un a´tomo excitado. La energ´ıa del foto´n X emitido es
obtenida de la Evaluated Atomic Data Library (EADL) (13).
El proceso de Bremsstrahlung corresponde a la emisio´n de radiacio´n por un electro´n
acelerado debido al campo ele´ctrico de los nu´cleo en el material en el que incide. Simi-
larmente al proceso de ionizacio´n, se utilizo´ el modelo esta´ndar de Geant4 y por tanto
se utilizo´ tambie´n un valor umbral de energ´ıa para la creacio´n de fotones γ por Bremss-
trahlung. Siendo la emisio´n por Bremsstrahlung continua, Geant4 hace la suposicio´n
de que por la interaccio´n de un electro´n con cada a´tomo, tan solo se emitira´ un foto´n
con la energ´ıa total perdida en cada interaccio´n.
Los fotones creados en los procesos de ionizacio´n y Bremsstrahlung, tambie´n son si-
mulados con Geant4, obtenie´ndose la trayectoria del foto´n emitido como una nueva
part´ıcula en la simulacio´n. Para fotones se considero´ el proceso de fotoionizacio´n con
un modelo relativista, siendo este el segundo mecanismo de produccio´n de carga en las
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avalanchas simuladas.
Tomando los valores de seccio´n eficaz para cada una de los procesos considerados,
Geant4 calcula el camino libre medio de la part´ıcula (electro´n o foto´n) en la atmo´sfera
de aire como
λ =
∑
i
1
nNσNi (K) + nOσ
O
i (K)
, (3.1)
donde σi son la secciones eficaces del i-e´simo proceso (ya sea dispersio´n multiple, ioni-
zacio´n o Bremsstrahlung para electrones, o fotoionizacio´n para fotones) como funcio´n
de la energ´ıa de la part´ıcula para a´tomos de cada elemento, nN la densidad ato´mica
del Nitro´geno y nO la densidad ato´mica del Ox´ıgeno. En e´ste trabajo son considerados
como u´nicos componentes del aire el Nitro´geno y el Ox´ıgeno, tomando los dos compo-
nentes principales del aire y aproximando su porcentaje de composicio´n de un 70% de
Nitro´geno y un 30% de Ox´ıgeno, de acuerdo con los valores reportados por la Referen-
cia (14).
Con el camino libre medio Geant4 obtiene la probabilidad de interaccio´n del electro´n
y usando el Me´todo de Monte Carlo, el cual decide que´ proceso tendra´ lugar, y con
la energ´ıa cine´tica de la part´ıcula indicente se calcula la nueva trayectoria y energ´ıa
de la part´ıcula incidente y de la part´ıcula secundaria si hubiera lugar a ella. Geant4
paso a paso realiza este procedimiento con el cual obtiene la trayectoria y calcula las
variables f´ısicas como la posicio´n, velocidad, energ´ıa o momento, para cada part´ıcula
en la simulacio´n.
Finalmente, con respecto al campo ele´ctrico en la simulacio´n, Geant4 permite definir
un campo ele´ctrico y una ecuacio´n de movimiento para las part´ıculas cargadas bajo su
accio´n. Un proceso adicional de transporte se encarga de propagar la part´ıcula en dicho
campo. Para la simulacio´n realizada, se definio´ un campo ele´ctrico exterior uniforme
utilizando la librer´ıa de Geant4 para campos electromagne´ticos uniformes, la cual tiene
por defecto su propia ecuacio´n de movimiento. El campo ele´ctrico generado por los iones
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y electrones no fue simulado, debido a que las trayectorias de las part´ıculas en Geant4
son independientes entre s´ı luego de su creacio´n. As´ı que el campo ele´ctrico debido a
la distribucio´n de carga sera´ calculado y analizado con una rutina independiente a la
simulacio´n.
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Cap´ıtulo 4
Avalanchas de electrones y
Streamers
Se presentara´n los resultados de la simulacio´n de avalanchas de electrones realizada
en Geant4. Son caracterizadas avalanchas autosostenidas, las cuales han sido obtenidas
utilizando un campo ele´ctrico de 150 kV/cm y acelerando electrones semilla cuyas ener-
g´ıas iniciales son del orden de los keV, suponiendo que estos electrones son part´ıculas
secundarias de rayos co´smicos. Se estudia la distribucio´n de electrones y iones positivos,
y el factor de multiplicacio´n en un lapso de tiempo de 10 ns. Al final del cap´ıtulo se
calcula el campo ele´ctrico generado por la distribucio´n de carga obtenida, encontra´ndo-
se valores despreciables de e´ste en comparacio´n con el campo ele´ctrico exterior. Sin
embargo, un cambio en los para´metros utilizados permitir´ıa alcanzar la condicio´n de
streamer a la avalancha.
4.1. Avalanchas de electrones
4.1.1. Condiciones iniciales
Con respecto a las condiciones iniciales de la simulacio´n realizada, es necesario describir
tres aspectos:
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1. La atmo´sfera a trave´s de la cual viajan los electrones.
2. El campo ele´ctrico exterior.
3. La fuente de electrones semilla.
La atmo´sfera utilizada corresponde a un gas compuesto en un 70% por Nitro´geno y en
un 30% por Ox´ıgeno, con una densidad de ρatm = 375 g/m
3, correspondiente a la den-
sidad atmosfe´rica terrestre a 10 km de altura de acuerdo con (14). Respecto al campo
ele´ctrico, fueron utilizados valores desde el orden de los kV/cm hasta pocos centenares
de kV/cm. El vector de campo ele´ctrico se oriento´ en direccio´n −x, as´ı que la avalancha
se desarrollara´ en la direccio´n x.
r= 2 mm
Figura 4.1: Distribucio´n inicial de electrones. Simulacio´n con unos dos mil electrones
semilla en sus posiciones iniciales. Las l´ıneas de color rojo, verde y azul corresponden a los
ejes x, y y z respectivamente.
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La fuente de electrones semilla consiste en Ne = 10
5 electrones dispuestos en una es-
fera de radio r0 = 2 mm con centro en la posicio´n (x,y,z)=(0,0,0). A cada electro´n le
fue asignada una posicio´n en la esfera de manera aleatoria, obteniendo distribuciones
como la que se muestra en la Figura 4.1. La velocidad inicial de los electrones es de
aproximadamente 4×109 cm/s (un 20% de c1), correspondiente a una energ´ıa cine´tica
de 1 keV. El vector de velocidad inicial fue orientado en la misma direccio´n y en el
sentido contrario del vector de campo ele´ctrico.
La Figura 4.2 presenta un gra´fico donde se indican las trayectorias de los electrones en
la simulacio´n bajo las condiciones descritas anteriormente, utilizando un campo ele´ctri-
co E0 = 150 kV/cm y Ne = 100 electrones iniciales.
4.1.2. Evolucio´n temporal de una avalancha
Utilizando un campo ele´ctrico exterior E0 = 150 kV/cm, se determino´ la distribucio´n
espacial de carga a lo largo del recorrido de la avalancha, estudia´ndola en un lapso
de tiempo desde t = 0 hasta t = 10 ns. Ya que con Geant4 tan solo se simularon
las trayectorias de electrones y fotones, se asume la creacio´n de iones positivo de baja
movilidad, que en aproximacio´n se encuentran en reposo. Tambie´n se supone que por
cada electro´n inicial en la simulacio´n existe un ion positivo en su posicio´n origen.
Inicialmente, se observo´ la distribucio´n de carga con respecto al eje x, siendo e´sta la
direccio´n en la cual se propaga la avalancha. Para 0 ≤ t ≤ 10 ns, se tomo´ la posicio´n
final de las part´ıculas en la simulacio´n. Iones positivos y electrones que hubiesen sido
creados en el lapso de tiempo mencionado, tales que y = 0 y z = 0, sin importar su
velocidad final, fueron graficados en la Figura 4.3.
1Sea c la velocidad de la luz en el vacio.
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Figura 4.2: Avalancha de 100 electrones simulada con Geant4. En color rojo son
mostradas las trayectorias de los electrones. Las l´ıneas de color verde y azul corresponden
a los ejes y y z respectivamente. En la parte final de la avalancha (color verde) aparecen
las trayectorias de fotones emitidos en la avalancha.
Respecto a los electrones, pueden distinguirse a lo largo de la avalancha dos tipos de
acuerdo a si cumplen o no la condicio´n
Kloss ≥ K0 +KE (4.1)
siendo Kloss la energ´ıa total perdida en ionizaciones y colisiones ela´sticas, K0 la energ´ıa
cine´tica inicial y KE la energ´ıa cine´tica total proporcionada por el campo ele´ctrico exte-
rior en su recorrido. La diferencia fundamental entre cumplir o no la condicio´n en (4.1)
radica en la capacidad de originar o no una avalancha autosostenida. Los dos tipo de
electrones, es decir, los que logran iniciar una avalancha autosostenida y los que reali-
zan algunas colisiones antes de deternerse, se encuentran representados en la Figura 4.3.
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Figura 4.3: Distribucio´n de iones y electrones creados a lo largo de la avalancha.
Densidad de iones y electrones calculada con la posicio´n final de las part´ıculas para 0 ≤ t ≤
10 ns, con y = 0 y z = 0, sin tener en cuenta la velocidad final de la part´ıcula.
Alrededor de la posicio´n x = 0, se observa un valor ma´ximo correspondiente a los
electrones primarios que perdieron ra´pidamente su energ´ıa cine´tica sin alejarse de su
posicio´n original. Los electrones en el ma´ximo ubicado hacia la parte final de la ava-
lancha (cerca a x =250 cm), corresponden a los electrones en el frente de ionizacio´n,
principalmente electrones que cumplen la condicio´n (4.1). Finalmente, los electrones en
la regio´n intermedia son principalmente electrones secundarios que no cumplieron la
condicio´n (4.1).
En cuanto a los iones positivos, tambie´n se tiene un valor ma´ximo alrededor de x = 0,
correspondiente a los iones ubicados en las posiciones iniciales de los electrones semilla.
Se observa tambie´n que la densidad de iones supera ligeramente la densidad de electro-
nes en la regio´n comprendida entre cero y aproximadamente unos 250 cm. Recordando
que la mayor´ıa de los electrones en esta regio´n ya han perdido su energ´ıa cine´tica,
podr´ıa pensarse en un proceso de recombinacio´n cuyo resultado ser´ıa una carga neta
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positiva en esta regio´n. Se aclara que la recombinacio´n mencionada no corresponde ma´s
que a una aproximacio´n sin haberse tenido en cuenta la interaccio´n en la simulacio´n.
Para observar mejor el significado de este aproximado proceso de recombinacio´n, se
presentara´ en la Figura (4.4) la misma distribucio´n de carga, pero ahora eliminando
los electrones cuya velocidad final es cero, y asociando un correspondiente ion positivo
con el cual se habr´ıa recobinado. De esta manera sera´ presentada la distribucio´n final
de carga en el tiempo t = 10 ns.
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Figura 4.4: Distribucio´n de iones y electrones en t = 10 ns. Densidad de iones y
electrones calculada con la posicio´n final de las part´ıculas en t =10 ns, con y = 0 y z = 0,
eliminando por recombinacio´n los electones con velocidad final igual a cero.
La gra´fica obtenida en la Figura (4.4), muestra la densidad de carga en la avalancha
similarme a la Figura (2.7), mostrada en el Cap´ıtulo 2 y obtenida de la Referencia
(1). En el frente de ionizacio´n se tiene un valor ma´ximo de densidad de electrones, y
cerca a e´ste, a una distancia menor desde el origen, se encuentra el valor ma´ximo de
la distribucio´n de iones. La ubicacio´n de estos los valores ma´ximos en el frente de la
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avalancha, hace pensar en la formacio´n de un dipolo mo´vil de carga similar al descrito
en el Cap´ıtulo 2. Ma´s adelante se retomara´ este ana´lisis y se evaluara´ la posibilidad
de originar una regio´n de campo ele´ctrico nulo en el centro del dipolo, y por tanto, la
posibilidad de crear un streamer bajo las condiciones de avalancha simuladas.
En las siguientes secciones se estudiara´ la avalancha para distintos instantes de tiempo
comprendidos entre t = 0 y t = 10 ns, considerando los electrones activos en la simu-
lacio´n para cada instante, es decir, los electrones cuya energ´ıa cine´tica K es mayor de
cero.
4.1.2.1. Electrones en la avalancha
Se estudiara´ la expansio´n espacial en direccio´n radial (plano yz) alrededor del eje x,
siendo r =
√
y2 + z2. Para cada instante de tiempo se calculo´ el valor ma´ximo de den-
sidad sobre el eje x (xmax) de acuerdo con resultados similares a los presentados en el
inicio de esta seccio´n. A partir de dicha posicio´n se obtuvo un corte transversal entre
xmax y xmax+∆x (∆x = 1 cm), evalua´ndose la densidad de electrones con respecto a r.
Debido a que en la direccio´n radial no se tiene la accio´n del campo ele´ctrico exterior, y
sin considerarse el campo ele´ctrico generado por la distribucio´n de carga, la expansio´n
de los electrones estara´ gobernada por el proceso de difusio´n. En la Figura 4.5 se pre-
senta la densidad de electrones con respecto a r para algunos instantes de tiempo entre
0 y 10 ns. Aunque se observa un aumento de la desviacio´n esta´ndar de la distribucio´n
con el tiempo, para 0 ≤ t ≤ 4 ns, no existe una tendencia definida con respecto a la
amplitud de la funcio´n gaussiana que describe los distintos instantes. Para instantes en
los cuales t > 4 ns, se observa un incremento sucesivo en la amplitud ma´xima de la
gaussiana.
En la Figura 4.6 se muestra el incremento en la dispersio´n espacial y la disminucio´n de
su tasa de crecimiento con el tiempo. En la figura tambie´n se presenta el ajuste a la
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Figura 4.5: Densidad de electrones en direccio´n radial. Formas semi-gaussianas de
la densidad de electrones vs. r para tiempos 0 ≤ t ≤10 ns.
ecuacio´n (2.16) que relaciona rD, el radio de la nube de electrones debido a difusio´n,
con el tiempo transcurrido desde el inicio de la avalancha. Se observa que el ajuste es
adecuado para tiempos t > 2 ns.
Ya habiendo analizado la difusio´n de electrones en direccio´n perpendicular al campo
ele´ctrico exterior, se retomara´ la evolucio´n de la avalancha en la direccio´n paralela al
campo. Utilizando los electrones con velocidad diferente de cero para cada instante
de tiempo, se obtuvo la Figura 4.7, en la cual se muestra el frente de ionizacio´n de la
avalancha, encontra´ndose all´ı principalmente electrones que cumplen la condicio´n (4.1).
En la Figura 4.7, para el ca´lculo de la densidad de electrones, se ha realizado una
integral alrededor del eje central de la avalancha (y = 0, z = 0), en distancias ∆x = 1
cm y radios de 2σ (de acuerdo con el ca´lculo realizado para la expansio´n radial). En la
evolucio´n de la avalancha se combinan dos efectos: El avance del frente de ionizacio´n
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Figura 4.6: Desviacio´n esta´ndar en el tiempo. Incremento en la dispersio´n espacial
debido al proceso de difusio´n que domina la propagacio´n radial de la avalancha. La l´ınea
roja presenta la desviacio´n obtenida en la simulacio´n, mientras la l´ınea verde representa el
ajuste dado por la funcio´n f(t) =2.48
√
(t), siendo t en ns y f(t) en cent´ımetros.
y la distribucio´n gaussiana de electrones para cada instante. El primero, resulta del
arrastre de electrones por el campo ele´ctrico exterior, mientras el segundo ocurre por
la difusio´n alrededor del centro de la avalancha. Tambie´n se observa el incremento del
nu´mero de electrones participando en la avalancha con el tiempo, el cual se presenta
en la Figura 4.8 como la evolucio´n del factor de multiplicacio´n en el tiempo.
Con respecto a la velocidad y energ´ıa cine´tica de los electrones en la avalancha, se
observa que los electrones en la avalancha son acelerados hasta velocidades relativistas
debido a la accio´n del campo ele´ctrico exterior. Con el fin de evaluar la velocidad y la
energ´ıa de los electrones, fueron obtenidos espectros para cada instante de tiempo.
En la Figura 4.9 se presenta el espectro de energ´ıa cine´tica en t = 5 ns, indica´ndose
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Figura 4.7: Propagacio´n de la avalancha en la direccio´n del campo ele´ctrico.
Densidad de electrones para cada instante de tiempo, evaluada alrededor de z = 0. Se ob-
serva co´mo la avalancha adquiere la forma de una distribucio´n gaussiana aproximadamente
en el tiempo t =4 ns.
tambie´n la velocidad equivalente para los distintos valores de energ´ıa alcanzados por
los electrones. Para energ´ıas bajas, en el rango de 1 a 100 eV, son encontrados pocos
electrones en la simulacio´n. Esto ocurre debido a que el valor umbral de energ´ıa para
la produccio´n de electrones, se establecio´ en 100 eV. Los electrones cuya energ´ıa inicial
es inferior a 100 eV no son creados por Geant4 como se explico´ en el Cap´ıtulo 3.
En la Figura 4.9 se observa un valor mı´nimo hacia los 30 keV de energ´ıa. La mayor
parte de los electrones se encuentra por encima de este valor de energ´ıa, siendo estos
electrones los que cumplen con la condicio´n (4.1) y son los que mantienen activa la
avalancha. La Figura 4.10 muestra otro espectro de energ´ıa, esta vez para el instante
t = 10 ns. Se puede observar con respecto a la Figura 4.9 el aumento de energ´ıa de los
electrones hasta un valor de energ´ıa l´ımite del orden de las decenas de MeV. El valor
ma´ximo de velocidad reportado por Geant4 es de 2.998×1010 cm/s (0.999 c), corres-
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f(t)=0.7exp(0.66t)
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Figura 4.8: Factor de multiplicacio´n de la avalancha en el tiempo. Siendo Ne los
electrones que cumplen la condicio´n en la ecuacio´n (4.8) y forman parte de la avalancha, se
presenta el factor de multiplicacio´n con respecto a los electrones semilla. La l´ınea de color
rojo corresponde al resultado obtenido a partir de la simulacio´n. La l´ınea verde muestra
el ajuste realizado, obtenie´ndose la funcio´n exponencial f(t) =0.7exp(0.66t), donde t tiene
unidades de ns.
.
pondiente a un valor de energ´ıa cine´tica de aproximadamente 150 MeV.
La aparicio´n de electrones con energ´ıa cine´tica del orden de los MeV permite la emisio´n
de fotones X y γ en la avalancha. Como se mostrara´ en el siguiente cap´ıtulo, por la
ionizacio´n de capas internas de los a´tomos de Nitro´geno y Ox´ıgeno se generara´ emi-
sio´n X, y en el proceso de Bremsstrahlung se originara´ radiacio´n γ. Los procesos que
generan estas emisiones aumentan su probabilidad de ocurrencia con el aumento en la
energ´ıa cine´tica de los electrones. Otro proceso secundario, consecuencia de la emisio´n
de radiacio´n, es la creacio´n de electrones por fotoionizacio´n, el cual sera´ tambie´n exa-
minado en el siguiente Cap´ıtulo.
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Figura 4.9: Espectro de energ´ıa para electrones en t =5 ns. Los electrones alcan-
zan energ´ıas ma´ximas de 30 MeV para este instante de tiempo. Se observan principalmente
electrones con energ´ıas por encima de los 100 keV, los cuales forman el frente de la avalan-
cha, y electrones con energ´ıas por debajo de los 100 keV cuya pe´rdida de energ´ıa es mayor
a la proporcionada por el campo ele´ctrico. Se observa la reduccio´n el nu´mero de electrones
por debajo del umbral de creacio´n (100 eV).
4.2. Streamers y campo ele´ctrico generado por la distri-
bucio´n de carga
En la seccio´n anterior ha sido presentada la evolucio´n de una avalancha autosostenida
de electrones, siendo e´ste proceso el primer estado de una descarga. Sin embargo, la for-
macio´n de la avalancha no garantiza la generacio´n de un rayo en una tormenta, siendo
necesaria la formacio´n de una regio´n de campo ele´ctrico nulo, tal como se presento´ en
Cap´ıtulo 2. La nueva distribucio´n de carga, al alcanzar elevadas densidades (del orden
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Velocidad (c)
Espectro de electrones
Energ´ıa Cine´tica (eV)
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Figura 4.10: Espectro de energ´ıa para electrones en t =10 ns. En comparacio´n con
la Figura 4.9, se observa un aumento en el nu´mero de electrones para todas las energ´ıas,
resaltando que en este instante de tiempo, son poblados valores de energ´ıas por encima de
los 100 MeV.
de 1010 e−/cm3), debe formar un dipolo cuyo campo ele´ctrico en su parte interior tiene
la magnitud del campo ele´ctrico exterior.
Siendo las trayectorias de los electrones simuladas de manera independiente, tal como
han son simuladas con Geant4, no se tiene informacio´n sobre la posibilidad de forma-
cio´n de un streamers. Por esta razo´n, a partir de la distribucio´n obtenida utilizando
Geant4, se calculara´ el campo ele´ctrico generado por los iones y electrones presentes en
la avalancha y se analizara´ que posibilidades existen de obtener un streamer a partir
de dicha distribucio´n.
Se calculo´ entonces el centro de masa para las distribuciones de iones y de electrones
en el tiempo t = 10 ns. Fueron encontradas las posiciones r+ =(231.8 cm,0.0,0.0) y
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r− =(236.6 cm,0.0,0.0) para iones y electrones respectivamente, medidos desde la po-
sicio´n de origen de la avalancha. Tomando la distribucio´n de carga como un dipolo,
el intere´s principal esta´ en calcular el campo ele´ctrico en el punto medio entre los dos
centros de masa, es decir, en la posicio´n r =(234.2 cm,0.0,0.0).
Primero se calculo´ el campo ele´ctrico en la posicio´n r a partir de la contribucio´n dada
por cada part´ıcula, obtenie´ndose un campo ele´ctrico de valor despreciable, de ma´s de
tres o´rdenes de magnitud por debajo del valor del campo ele´ctrico exterior a la ava-
lancha. En consecuencia, para la simulacio´n realizada y para el instante t = 10 ns, no
existe un streamer.
Para lograr la condicio´n de streamer ser´ıa necesario aumentar el nu´mero de electrones y
la densidad de carga en la avalancha, para lo cual podr´ıan ser modificados dos para´me-
tros: el tiempo t de evaluacio´n del campo ele´ctrico y la cantidad inicial de electrones N0.
Entonces se utilizara´n los ajustes presentados en las Figuras 4.6 y 4.8 para desviacio´n
esta´ndar y factor de multiplicacio´n respectivamente.
Se tiene para la desviacio´n esta´ndar
σ(t) = 2.48
√
t, (4.2)
siendo σ dado en cent´ımetros para t dado en ns. Por otra parte, de acuerdo con el ajuste
en la Figura 4.8 para factor de multiplicacio´n de electrones, se tiene para el nu´mero de
electrones Ne en la avalancha
Ne = 7× 104 exp(0.66t), (4.3)
siendo tambie´n en este caso t dado en ns. Tomando la forma gaussiana de la densidad
de electrones alrededor del centro de la avalancha, se tiene para la ma´xima densidad
en la distribucio´n
n0 =
Nee
(2πσ2)3/2
, (4.4)
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donde e es la carga del electro´n, y siendo σ yNe obtenidas de las ecuaciones (4.2) y (4.4).
Para estimar el campo ele´ctrico E′ generado por la nube esfe´rica de electrones en
el punto r, se tiene que para t ≥2 ns, d± < σ(t), donde d± es la distancia entre
el centro de la distribucio´n de electrones y el centro del dipolo, y tiene un valor de
2.4 cm aproximadamente. La situacio´n corresponde finalmente a calcular el campo
ele´ctrico sobre la superficie de una esfera de radio d± y una densidad aproximadamente
constante, que se asumira´ sea n0. El campo ele´ctrico estara´ dado por
E′(r) =
n0d±
3ǫ0
, (4.5)
siendo ǫ0 la permitividad ele´ctrica en el vac´ıo.
Suponiendo que la desviacio´n esta´ndar y el factor de multiplicacio´n continuan en el
tiempo con la misma tendencia dada en las ecuaciones (4.2) y (4.3), y que la distan-
cia entre los centros de carga se conserva con el tiempo, se obtuvo en que instante de
tiempo se lograba la condicio´n E′ = E0, calcula´ndose que en t ≈25 ns se alcanzar´ıa la
condicio´n de streamer.
Ahora, pensando en el nu´mero de electrones iniciales, la ecuacio´n (4.3) sugiere un valor
N0 = 7 × 104 correspondiente al 70% del nu´mero de electrones iniciales utilizados en
la simulacio´n. Debido a que no existe interaccio´n entre los electrones en la simulacio´n,
un cambio en el nu´mero de electrones iniciales no alterara´ la tendencia en el factor
de multiplicacio´n, ni las variables de ajuste calculadas. As´ı que, nuevamente buscando
la condicio´n E′ = E0, se tendr´ıa que ser´ıa necesario tener del orden de 10
9 electrones
iniciales en la simulacio´n para que en t = 10 ns se pudiera tener un streamer.
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Cap´ıtulo 5
Electrones relativistas y emisio´n
de radiacio´n
Durante la iniciacio´n y desarrollo de una descarga atmosfe´rica, adema´s de los procesos
f´ısicos de creacio´n de cargas libres ya tratados, existen otros procesos adicionales en los
cuales son emitidos distintos tipos de radiacio´n: A´tomos y mole´culas excitadas de la
atmo´sfera emiten fotones o´pticos (15); pulsos de corriente ele´ctrica ocurridos durante
la iniciacio´n del rayo producen emisiones electromagne´ticas de radiofrecuencia (16, 17);
electrones relativistas al acelerarse generan rayos X (18) y γ (19, 20, 21, 22). Ya que
en la simulacio´n realizada intervienen electrones relativistas, se tratara´n las emisiones
γ y X.
Con respecto a las emisiones γ, e´stas han sido reportadas en la iniciacio´n de distin-
tos tipos de descargas. Las Referencias (20) y (21) reportan radiacio´n γ en descargas
nube-iono´sfera, mientras que la Referencia (19) reporta su aparicio´n previamente a una
descarga nube-tierra. Los espectros de emisio´n medidos comprenden rangos que van
desde centenares de keV hasta decenas de MeV.
F´ısicamente se ha explicado el origen de emisiones γ en tormentas a partir de electro-
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nes relativistas, los cuales siendo de energ´ıas del orden de los MeV, son producidos por
rayos co´smicos. Estos electrones son acelerados en su interaccio´n con el campo ele´ctrico
de a´tomos y mole´culas en la atmo´sfera, y emiten fotones de alta frecuencia. El proceso
descrito anteriormente se conoce con el nombre de Bremsstrahlung.
Aunque algunas emisiones de rayos X tambie´n tienen su origen en Bremsstrahlung,
otra fuente de este tipo de radiacio´n son las transiciones electro´nicas en a´tomos de la
atmo´sfera, tal como fue encontrado en los resultados que se presentara´n en este cap´ıtulo.
Se estudiara´n las caracter´ısticas de la emisio´n γ y X encontradas en la simulacio´n rea-
lizada. Espectros de energ´ıa tanto de los electrones que generaron la emisio´n como de
la misma radiacio´n son presentados. Los espectros continuos de radiacio´n γ y X ob-
tenidos, son comparados con los espectros reportados en la Referencia (19), mientras
que las energ´ıas obtenidas en el espectro discreto de fotones X, son verificadas con la
informacio´n del EADL (Evaluated Atomic Data Library) (13). Finalmente tambie´n se
mostrara´n resultados respecto a la fotoionizacio´n por parte de los fotones emitidos por
la misma avalancha, siendo e´ste un mecanismo adicional de creacio´n de carga.
5.1. Emisio´n de radiacio´n γ
De acuerdo con (23), electrones con energ´ıa cine´tica del orden de los MeV son capaces
de emitir fotones en el proceso de Bremsstrahlung. Para conocer la probabilidad de que
ocurra este tipo de emisio´n, en una colisio´n entre electro´n y a´tomo en la atmo´sfera, se
realizo´ la Figura 5.1. En ella se presenta la relacio´n de Bethe-Bloch, entre la pe´rdida
de energ´ıa y la energ´ıa de incidencia, para electrones viajando en aire con densidad de
ρatm = 375 g/m
3.
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Figura 5.1: Pe´rdida de energ´ıa para electrones en aire. Stopping power o pe´rdida
de energ´ıa (BetheBloch) para electrones en aire a una densidad de ρatm = 375 g/m
3.
Para energ´ıas de incidencia inferiores a los MeV, la energ´ıa perdida debido a Bremss-
trahlung permanece constante y de aproximadamente tres o´rdenes de magnitud por
debajo de la energ´ıa total perdida. Para valores de energ´ıa de incidencia del orden de
los MeV se incrementa la energ´ıa pe´rdida por Bremsstrahlung con respecto a la energ´ıa
total perdida, llegando a ser la principal causa de pe´rdida de energ´ıa hacia los 100 MeV,
superando la pe´rdida de energ´ıa por colisio´n.
En la simulacio´n, los electrones alcanzan energ´ıas del orden de las decenas de MeV, sien-
do e´ste apenas el valor en el cual prevalece la pe´rdida de energ´ıa por Bremsstrahlung.
Para conocer la energ´ıa cine´tica de incidencia de los electrones que en la simulacio´n
sufrieron Bremsstrahlung y generaron un foto´n en dicho proceso, se realizo´ el espectro
presentado en la Figura 5.2 para el instante de tiempo t = 10 ns. En ella se observa que
la mayor´ıa de electrones se encuentran en un rango de energ´ıas superior a los MeV.
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Figura 5.2: Espectro de energ´ıa de electrones que han sufrido Bremsstrahlung.
Electrones con energ´ıas superiores a los keV han sufrido Bremsstrahlung, producie´ndose
en la interaccio´n fotones γ.
La energ´ıa de los fotones emitidos por la avalancha van del orden de los keV al orden
de las decenas de MeV en un rango continuo. Este rango de energ´ıas corresponde a
un espectro con frecuencias que van desde radiacio´n X hasta radiacio´n γ. En la Figura
5.3 se presenta el espectro de emisio´n obtenido con la simulacio´n (parte superior de la
figura) y los espectros reportados por la Referencia (19) (parte inferior de la figura).
Los espectros de la Referencia (19) fueron obtenidos experimentalmente, utilizando dos
arreglo de detectores, A y B. El arreglo A estaba se compone de dos detectores NaI
de centelleo, cada uno de ellos con un detector BGO circundante con el propo´sito de
eliminar la radiacio´n proveniente de fuentes diferentes a las nubes, utilizando para ello
anticoincidencias. En la Figura 5.3 se muestran los espectros para los casos sin y con
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anticoincidencias. El segundo arreglo era constituido por dos detectores de centelleo
omnidireccionales, uno de NaI y otro de CsI, mostra´ndose en la Figura 5.3 espectros
para cada uno de los detectores. Los espectros fueron obtenidos de la radiacio´n X y γ
detectada ∼40 segundos antes de una descarga nube-tierra.
Comparando el espectro obtenido en la simulacio´n con los espectros experimentales, se
encuentran semejanzas en los resultados. Ha sido encontrado en ambos casos espectros
radiacio´n continuos en rangos de energ´ıas similares. Con respecto a la forma funcional,
aunque no es posible establecer una comparacio´n evaluando las amplitudes encontra-
das, en la simulacio´n y experimentalmente son encontrados espectros de amplitud casi
constante hasta los centeneras de keV, y de amplitud decreciente entre los centenares
de keV y decenas de MeV.
Segu´n la Referencia (19), Bremsstrahlung es el proceso que mejor explicar´ıa los resulta-
dos obtenidos. Proponen el escenario en que los electrones semilla, producidos por rayos
co´smicos, se encuentran al interior de una nube con configuracio´n de carga positivo-
negativo-positivo (ver la Figura (2.2)). Los electrones en la avalancha son acelerados
de la parte media de la nube hacia la parte inferior (o superior), emitiendo radiacio´n
hacia la tierra (o hacia el cielo).
De acuerdo con la simulacio´n realizada y la descripcio´n detallada de cada interaccio´n
de las part´ıculas en la simulacio´n proporcionada por Geant4, puede confirmarse que la
emisio´n continua γ y X encontrada, tiene su origen en un proceso de Bremsstrahlung.
Sin embargo, fotones X con energ´ıas por debajo de los keV y con origen en un proceso
diferente, fueron tambie´n encontrados en la simulacio´n. A continuacio´n se presentaran
los resultados correspondientes.
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Figura 5.3: Espectros de energ´ıa de emisio´n continua γ y X. En la parte superior
se muestra el espectro obtenido a partir de la simulacio´n. En la parte inferior, se muestran
los espectros encontrados experimentalmente en la Referencia (19). En la gra´fica inferior
izquierda, se utilizaron los detectores NaI y BGO, siendo los puntos negros y rojos obtenidos
sin y con anticoincidencias respectivamente. En la gra´fica inferior derecha, se usaron los
detectores NaI y CsI, mostra´ndose los resultados para cada uno de ellos en negro y rojo
respectivamente.
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5.2. Emisio´n de radiacio´n X
En la simulacio´n tambie´n fue encontrada la emisio´n discreta de radiacio´n X, la cual
es producto de ionizacio´n ato´mica, de acuerdo con la descripcio´n de cada interaccio´n
proporcionada por Geant4 en la simulacio´n. Segu´n la Referencia (11), esta radiacio´n
corresponde a fotones emitidos por un a´tomo cuando e´ste ha sido ionizado en una de
sus capas interiores quedando excitado. Por lo tanto un electro´n de una capa exterior
decae al nivel interior de energ´ıa emitiendo un foto´n X.
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Figura 5.4: Espectro de energ´ıa de emisio´n X. En una ionizacio´n pueden ser liberados
electrones de capas interiores del a´tomo. En el proceso de desexcitacio´n son emitidos fotones
X.
En la Figura 5.4 se encuentra el espectro de energ´ıa para la radiacio´n X en la simula-
cio´n. Los fotones reportados presentan cuatro valores discretos de energ´ıa: 393.35 eV,
393.37 eV, 523.09 eV y 523.13 eV. De acuerdo con el Evaluated Atomic Data Library
(EADL) (13), los dos primeros valores de energ´ıa corresponden a los fotones X emitidos
por a´tomos de Nitro´geno, por medio de las transiciones Kα2 y Kα1 respectivamente.
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Los dos u´ltimos valores corresponden a los fotones emitidos por a´tomos de Ox´ıgeno, en
las mismas transiciones reportadas para Nitro´geno.
5.3. Electrones creados por fotoionizacio´n
Los fotones de las emisiones γ y X, resultantes de Bremsstrahlung y de ionizaciones,
son capaces de crear nuevos electrones libres a trave´s del proceso de fotoionizacio´n. En
la Figura 5.5 se presenta el espectro de energ´ıa de los fotones que produjeron fotoioni-
zaciones en la simulacio´n. Se observa que pricipalmente fotones con energ´ıas por debajo
de los 10 keV participaron en la fotoionizacio´n.
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Figura 5.5: Espectro de energ´ıa para fotones en el proceso de fotoionizacio´n.
Energ´ıas de fotones que han participado en fotoionizacio´n de a´tomos, creando nuevos elec-
trones en la avalancha.
Podr´ıa ocurrir que algunos de los electrones producidos con fotoionizacio´n sean tam-
bie´n electrones capaces de formar una avalancha autosostenida. Siendo las energ´ıas de
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primera ionizacio´n para los a´tomos de Nitro´geno y Ox´ıgeno de ≈ 15 eV, un foto´n con
energ´ıa de 10 keV podr´ıa ionizar uno de estos a´tomos y generar un electro´n libre de
casi el mismo valor de energ´ıa que la del foto´n incidente. La probabilidad de que el
nuevo electro´n libre sea capaz de iniciar una avalancha autosostenida, en medio de la
situacio´n descrita, es mayor que la probabilidad que ten´ıa de formar una avalancha, en
el primer instante de la simulacio´n, cada uno de los 105 electrones iniciales.
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Cap´ıtulo 6
Conclusiones
Se han presentado los resultados obtenidos de la simulacio´n de avalanchas autososte-
nidas a partir de electrones libres, originados por rayos co´smicos, con velocidades del
orden de keV. Las condiciones iniciales aseguraban que para algunos de los electrones
iniciales el balance entre energ´ıa adquirida por el campo ele´ctrico y energ´ıa perdida por
colisiones resultara en una part´ıcula con velocidad creciente a lo largo de la simulacio´n.
Se resto´ importancia a la condicio´n de superar un valor l´ımite de campo ele´ctrico de
ruptura diele´ctrico, como es frecuentemente mencionado en la literatura, ya que la com-
binacio´n entre campo ele´ctrico y energ´ıa inicial determinaban la posibilidad de formar
una avalancha autosostenida.
Los electrones viajando en la avalancha forman distribuciones gaussianas, siendo la di-
fusio´n el proceso dominante en bajas densidades de carga (menos de 1010e−/cm3). Se
encontro´ en la simulacio´n una gaussiana mo´vil de electrones, la cual, dejando a su paso
una traza de iones positivos, formaba parte de un dipolo mo´vil de carga que dar´ıa paso
a la formacio´n de streamers.
Electrones relativistas en medio de la avalancha dan origen a procesos de emisio´n de
radiacio´n, y estos a su vez a procesos de produccio´n de nuevos electrones libres. Fueron
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encontradas en la simulacio´n emisiones continuas de fotones, que comprenden desde ra-
yos X hasta rayos γ, originados en el proceso de Bremsstrahlung como fue determinado
por Geant4. La emisio´n discreta de rayos X encontrada corresponde a transiciones de
electrones en a´tomos excitados, luego de una ionizacio´n, comprobado a partir de la base
del EADL (13). En el proceso de fotoionizacio´n, de acuerdo con el espectro de energ´ıa
de los fotones que participaron en ella, es posible la creacio´n de nuevas avalanchas de
electrones.
Finalmente, se tiene en Geant4 una herramienta con la cual pueden simularse part´ıcula
a part´ıcula los primeros instantes de una descarga atmosfe´rica, ya que cuenta con mo-
delos de interaccio´n evaluados y bases de datos confiables. La principal ventaja en usar
Geant4, como usualmente ocurre con el me´todo de Monte Carlo, es la visualizacio´n de
procesos individuales y la posibilidad de estudiar la dependencia de los resultados con
cada uno de estos procesos. En este sentido, fue fundamental el uso de Geant4 para
determinar el origen de la emisio´n de radiacio´n X y γ, y en la fotoionizacio´n de a´tomos.
Otra ventaja de Geant4 es la facilidad en el ana´lisis de datos por las herramientas con
las que cuenta, proporcionando informacio´n sobre las variables f´ısicas de cada part´ıcula
en cada paso de simulacio´n. Geant4 constituye una herramienta confiables y u´til en la
simulacio´n de procesos de descarga.
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Ape´ndice A
Esfera conductora en un campo
ele´ctrico uniforme
Supo´ngase una esfera conductora de radio a, sin carga neta e inmersa en un campo
ele´ctrico uniforme de magnitud E0. El campo ele´ctrico inducira´ una densidad de carga
ele´ctrica superficial como se muestra en la Figura A.1.
E0
Figura A.1: Esfera conductora inmersa en un campo ele´ctrico uniforme. El
campo ele´ctrico uniforme produce la polarizacio´n de la esfera. La nueva distribucio´n de la
carga superficial en la esfera apantalla en su interior el campo ele´ctrico y lo incrementa en
la parte exterior, deformando las l´ıneas de campo ele´ctrico.
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Para encontrar la densidad de carga inducida se supondra´ que el campo ele´ctrico exte-
rior es generado por un par de cargas Q y −Q, ubicadas a una distancia rQ del centro
de la esfera y contrapuesta la una a la otra como se muestra en la Figura A.2. El campo
ele´ctrico uniforme resulta de aplicar el l´ımite en que Q→∞ y rQ →∞. Inicialmente, se
resolvera´ el problema de una carga Q frente a una esfera conductora utilizando me´todo
de ima´genes y determina´ndose el valor y la distancia al centro de la esfera de la carga
imagen (ver Figura A.3).
q 
q
r
r
Q
Q
r
Figura A.2: Carga puntual frente a una esfera conductora. Problema resuelto
a partir del me´todo de ima´genes. La carga q, imagen de la carga Q, permite tomar la
superficie de la esfera como una superficie equipotencial.
El potencial generado por las cargas real e imagen es
φ(r) =
1
4πǫ0
q
|~r − ~rq| +
1
4πǫ0
Q
|~r − ~rQ| , (A.1)
siendo q la carga imagen y ~rq la posicio´n de dicha carga. Se asume que el potencial
ele´ctrico sobre la superficie de la esfera es cero, entonces utilizando la ecuacio´n (A.1)
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se obtiene
q
|~a− ~rq| = −
Q
|~a− ~rQ|
q√
a2 − r2q − 2~a · ~rq
= − Q√
a2 − r2Q − 2~a · ~rQ
q2(a2 − r2Q − 2~a · ~rQ) = Q2(a2 − r2q − 2~a · ~rq)
a2(q2 −Q2) + q2r2Q −Q2r2q + 2~a · (Q2~rq − q2~rQ) = 0. (A.2)
Para el u´ltimo te´rmino en la ecuacio´n (A.2) se tiene
~a · (Q2~rq − q2~rQ) = a cos(θ)(Q2rq − q2rQ), (A.3)
siendo θ la direccio´n del vector al punto de evaluacio´n del potencial ele´ctrico. Ya que
cos(θ) puede tomar cualquier valor entre -1 y 1, para garantizar que se cumpla la
ecuacio´n (A.2), es necesario que se cumpla en el u´ltimo te´rmino la misma
Q2rq − q2rQ = 0 (A.4)
q2 = Q2
rq
rQ
. (A.5)
Remplazando la ecuacio´n (A.5) en (A.2), se obtiene
a2(q2 −Q2) + q2r2Q −Q2r2q = 0 (A.6)
a2(rq − rQ) + rqrQ(rQ − rq) = 0 (A.7)
(a2 − rqrQ)(rq − rQ) = 0. (A.8)
Ya que (rq − rQ) 6= 0 entonces
rq =
a2
rQ
. (A.9)
Remplazando el resultado anterior en la ecuacio´n (A.5), se tiene que
q = −Qa
2
r2Q
, (A.10)
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q q Q Q
Figura A.3: Campo ele´ctrico uniforme simulado por dos cargas. Cargas ele´ctricas
de signo opuesto y en posicio´n opuesta frente a una esfera conductora. Los l´ımites Q→∞
y rQ → ∞ llevan a resolver el problema de la esfera conductora inmersa en un campo
ele´ctrico uniforme.
donde se ha tenido en cuenta que la carga Q debe inducir carga del signo opuesto en
la superficie de la esfera.
Ahora se tomara´n las cargas Q y −Q ubicadas en las posiciones rQiˆ y −rQiˆ respectiva-
mente, y las cargas imagen q y −q cuyo valor y posicio´n esta´n dados por las ecuaciones
(A.10) y (A.9) (Figura A.3). El campo ele´ctrico generado por las dos cargas y la esfera
conductora sera´
~E(~r) =
Q
4πǫ0
(~r − ~rQ)
|~r − ~rQ|3 −
Q
4πǫ0
(~r − ~r−Q)
|~r − ~r−Q|3
=
Q
4πǫ0
[
rxiˆ+ ry jˆ − rQiˆ
(r2 + r2Q − 2rrQ cos θ)3/2
− rxiˆ+ ry jˆ + rQiˆ
(r2 + r2Q + 2rrQ cos θ)
3/2
]
. (A.11)
En el l´ımite en que Q→∞ y rQ →∞, se obtiene un campo ele´ctrico aproximadamente
uniforme en la regio´n donde se encuetra ubicada la esfera conductora. El campo ele´ctrico
uniforme se encuentra dado por
~E(~r) = − Qiˆ
2πǫ0r2Q
. (A.12)
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Se ecesita calcular la densidad de carga generada sobre la esfera conductora, para lo
cual calculamos primero el potencial ele´ctrico del sistema y luego utilizando la Ley de
Gauss, obtenemos la densidad de carga superficial. Se tiene para el potencial ele´ctrico
φ(~r) =
1
4πǫ0
q
|~r − ~rq| +
1
4πǫ0
Q
|~r − ~rQ| −
1
4πǫ0
q
|~r − ~r−q| −
1
4πǫ0
Q
|~r − ~r−Q|
=
1
4πǫ0


q
rq
√
1 + r
2
r2q
− 2 rrq cos θ
+
Q
rQ
√
1 + r
2
r2
Q
− 2 rrQ cos θ
(A.13)
− q
rq
√
1 + r
2
r2q
+ 2 rrq cos θ
− Q
rQ
√
1 + r
2
r2
Q
+ 2 rrQ cos θ

 .
Remplazando las ecuaciones (A.10) y (A.9) en la ecuacio´n anterior, se obtiene
φ(~r) =
1
4πǫ0

−
Qa
rQr
√
1 + a
4
r2r2
Q
− 2 a2rrQ cos θ
+
Q
rQ
√
1 + r
2
r2
Q
− 2 rrQ cos θ
+
Qa
rQr
√
1 + a
4
r2r2
Q
+ 2 a
2
rrQ
cos θ
− Q
rQ
√
1 + r
2
r2
Q
+ 2 rrQ cos θ

 . (A.14)
Utilizando la expansio´n en serie de potencias
(1± x) = 1∓ 1
2
x+
3
8
x2 + · · ·, (A.15)
considerando hasta te´rminos del orden de 1/rQ y utilizando la expresio´n para el campo
ele´ctrico en la ecuacio´n (A.12), se obtiene para el potencial ele´ctrico
φ(~r) =
1
4πǫ0
Q
rQ
(
−2a
r
a2 cos θ
rrQ
+ 2 cos θ
r
rQ
)
(A.16)
= E cos θ
(
r − a
3
r2
)
. (A.17)
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Finalmente, a partir de la Ley de Gauss se obtiene la densidad de carga ele´ctrica σs
inducida en la superficie de la esfera por el campo ele´ctrico exterior. Se tiene entonces
σs = −ǫ0∂φ
∂r
|r=a
= −3ǫ0E cos θ, (A.18)
obtenie´ndose de este modo que la densidad superficial en la esfera depende del a´ngulo
θ entre el campo ele´ctrico exterior y el vector normal a la superficie en el punto de
evaluacio´n. Con esto se tiene que la densidad de carga presenta su valor ma´ximo cuando
θ = 0 y es cero con θ = π/2.
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Ape´ndice B
Colisiones entre a´tomos y
electrones no relativistas de altas
velocidades
El objetivo de la teor´ıa de colisiones, vista desde la meca´nica cua´ntica, es calcular la
probabilidad de que las part´ıculas en una colisio´n sean desviadas a trave´s de un cierto
a´ngulo. En las colisiones entre un electro´n y un a´tomo, para el caso ela´stico, se asu-
men que el estado interno del a´tomo permanence inalterado y se calcula en a´ngulo de
dispersio´n para el electro´n incidente. En cambio el caso inela´stico, se asume una tran-
sicio´n de estado tanto para el a´tomo como para el electro´n incidente. A continuacio´n
se presentara´n apartes del desarrollo de la teor´ıa de colisiones entre a´tomo y electro´n,
de acuerdo con la ter´ıa propuesta por (10).
Supo´ngase una part´ıcula libre movie´ndose en la direccio´n positiva del eje z, la cual es
descrita por una onda plana
ψ = eikz. (B.1)
La part´ıcula dispersada es descrita por una onda esfe´rica emergente del centro dispersor
f(θ)
eikr
r
. (B.2)
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Sea entonces la solucio´n a la ecuacio´n de Schro¨dinger, evaluada a grandes distancias,
correspondiente a
ψ ≈ eikr + f(θ)e
ikr
r
. (B.3)
De otra parte, un campo dispersor U(x, y, z) puede se visto como una perturbacio´n a
la part´ıcula libre original. Con lo cual la part´ıcula incidente, descrita originalmente por
la ecuacio´n (B.1), tendra´ una funcio´n de onda ψ = ψ(0) + ψ(1), donde la perturbacio´n
corresponde a
ψ(1) = − m
2π~2
∫
U(x′, y′, z′)ei(
~k·~r+kR)d
~V ′
R
. (B.4)
Comparando la solucio´n de teor´ıa de perturbaciones con la de teor´ıa de colisiones, se
tiene para la funcio´n de dispersio´n
f = − m
2π~2
∫
Ue−i~q·~rdV, (B.5)
siendo ~q = ~k′ − ~k. Se obtiene a partir del modulo al cuadrado de la amplitud de la
funcio´n de dispersio´n, la denominada aproximacio´n de Born
dσ =
m2
4π2~4
∣∣∣∣
∫
Ue−i~q·~rdV
∣∣∣∣
2
dΩ. (B.6)
Otro camino para obtener la ecuacio´n (B.6) es a partir de la probabilidad de transicio´n
en un espectro continuo, de un estado inicial νi a un estado entre νf y νf + dvf , dada
por la expresio´n
d̟fi =
2π
~
|Ufi|2δ(Ef − Ei)dνf , (B.7)
en donde ν corresponde al ensamble de variables suficientes para una completa descrip-
cio´n del estado. Sustituyendo Ef −Ei = (p′2− p2)/2m, se obtiene para la probabilidad
de transicio´n
d̟~p′~p =
2π
~
|Ufi|2δ(p′2 − p2) d
3p′
(2π~)3
. (B.8)
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Tenie´ndose para la funcio´n de onda inicial ψ~p =
√
m
p e
(i/~)~p·~r y para la funcio´n de
onda final ψ~p′ = e
(i/~)~p′·~r, y cambiando de coordenadas del espacio real al espacio de
momentos, se obtiene de manera equivalente la aproximacio´n de Born
dσ =
mp
4π2~4
∣∣∣∣
∫
ψ~p′ ∗ Uψ~pdV
∣∣∣∣
2
dΩ. (B.9)
Se presentara´ la teor´ıa para colisiones inela´sticas. Se asumira´ que en una colisio´n ine-
la´stica el a´tomo realiza una transicio´n a un estado excitado del espectro discreto o
continuo, siendo una transicio´n a un estado continuo la ionizacio´n del a´tomo. Las co-
lisiones ela´sticas sera´n vistas como un caso especial, en el que el estado inicial y final
del a´tomo son el mismo.
Sean ~p y ~p′ el momento del electron incidente antes y despues de la colisio´n respectiva-
mente, y sean E0 y En las correspondientes energ´ıas del atomo. Se tiene entonces para
la probabilidad de transicio´n la expresio´n
d̟n =
2π
~
| < n, ~p′|U |0, ~p > |2δ
(
p′2 − p2
2m
+ En − E0
)
d3p′
(2π~)3
, (B.10)
donde el elemento de matriz de la interaccio´n entre el electro´n incidente y el a´tomo es
U =
Ze2
r
−
Z∑
a=1
e2
|~r − ~ra| , (B.11)
siendo ~r la posicio´n del electro´n incidente y ~ra la posicio´n de los electrones ato´micos,
encontra´ndose el origen en el nu´cleo ato´mico. Sean ψp y ψp′ las funciones de onda del
electro´n incidente antes y despues de la colisio´n, y sean ψ0 y ψn las funciones de onda
del a´tomo en los estados inicial y final respectivamente.
Utilizando la ley de consevacio´n de la energ´ıa
p2 − p′2
2m
= En − E0, (B.12)
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e integrando la probabilidad de transicio´n con respecto a p′ se obtiene para la seccio´n
eficaz diferencial
dσn =
mp′
4π2~4
| < n, ~p′|U |0, ~p > |2dΩ. (B.13)
Remplazando las funciones de onda inicial y final del electro´n incidente y del a´tomo se
tiene
dσn =
m2
4π2~4
p′
p
|
∫ ∫
Ue−i~q·~rψn ∗ ψ0dτdV |2dΩ, (B.14)
donde dτ = dV1dV2...dVZ es el diferencial en el espacio de configuracio´n de los Z
electrones del a´tomo. Para n = 0 y p = p′ se obtiene la seccio´n eficaz diferencial para
el caso especial de colisiones ela´sticas. Remplazando U , el te´rmino de interaccio´n entre
el electro´n incidente y el nu´cleo desaparece, de tal manera que
dσn =
m2
4π2~4
p′
p
|
∑
a
∫ ∫
e2
|~r − ~ra|e
−i~q·~rψn ∗ ψ0dτdV |2dΩ. (B.15)
Resolviendo la ecuacio´n de Poisson, utilizando una densidad ρ = δ(~r−~ra), se encuentra
para la integral ∫
e−i~q·~r
|~r − ~ra|dV =
4π
q2
e−i~q·~ra , (B.16)
y remplazando el u´ltimo resultado se tiene para la seccio´n eficaz diferencial
dσn =
(
e2m
~2
)2
4k′
q4k
| < n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 > |2dΩ, (B.17)
donde se ha usado que ~k = ~p/~ y su equivalente para las variables primadas.
La seccio´n eficaz diferencial proporciona la probabilidad de una colisio´n en la cual el
electron es disperado en un diferencial de a´ngulo so´lido dΩ y el a´tomo entra en el
n-e´simo estado excitado. El momento entregado por el electro´n incidente al a´tomo se
encuentra dado por ~~q, siendo ~q = ~k′ − ~k.Utilizando que q2 = k2 + k′2 − 2kk′ cosϑ,
qdq = kk′ dΩ2π y v =
k~
m , se puede reescribir
dσn = 8π
(
e2
~v
)2
dq
q3
| < n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 > |2. (B.18)
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Conside´rense las colisiones que causan dispersio´n a trave´s de a´ngulos pequen˜os (ϑ << 1),
con una transferencia de energ´ıa pequen˜a en comparacio´n con cine´tica del electro´n in-
cidente (En − E0 << 1/2mv2). En este caso se cumplir´ıa para el vector de onda del
electro´n incidente que k − k′ << k. Siendo ϑ pequen˜o, se tendr´ıa para q
q =
√(
En − E0
~v
)2
+ (kϑ)2, (B.19)
cuyo valor mı´nimo se encontrar´ıa dado por
qmin =
En − E0
~v
. (B.20)
Para pequen˜os a´ngulos de dispersio´n ϑ, en el caso en el que la energ´ıa transferida es
del orden de la energ´ıa de los electrones ato´micos (En − E0 ∼ mv20), siendo
(
v0
v
)2
<<
ϑ << 1, se tiene
q = kϑ =
mv
~
ϑ. (B.21)
De la ecuacio´n anterior, se puede deducir que qa0 ∼ 1 para ϑ ∼ v0v . Aplicando la fo´rmula
general de dispersio´n inela´stica para valores pequen˜os de q (qa0 << 1, ϑ << v0/v),
puede ser expandida la exponencial en series de potencias de ~q
e−i~q·~ra ≈ 1− i~q · ~ra = 1− iqxa, (B.22)
escogiendo la direccio´n de ~q a lo largo del eje x. De esta manera se tiene para la seccio´n
eficaz diferencial
dσn = 8π
( e
~v
)2 dq
q
| < n|
∑
a
dx|0 > |2 =
(
2e
~v
)2
| < n|
∑
a
dx|0 > |2dΩ
ϑ2
, (B.23)
siendo dx = e
∑
a xa la componente del momento dipolar del a´tomo. De esta manera se
tiene que la seccio´n eficaz para q pequen˜o se encuentrada dada por el mo´dulo al cua-
drado del elemento de matriz del de la transicio´n correspondiente al cambio de estado
debido al momento dipolar ato´mico.
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Finalmente, queda por calcular la energ´ıa media perdida en la colisio´n, la cual es ca-
racterizada por
dκ =
∑
n
(En − E0)dσn, (B.24)
denomina´ndose dκ el diferencial de retardo efectivo. Se tiene para la fo´rmula general de
retardo efectivo en la colisio´n de electrones de altas velocidades y a´tomos
dκ = 8π
(
e2
~v
)2∑
n
(En − E0)| < n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 > |2dq
q3
. (B.25)
Usando el Teorema de Sumacio´n se obtiene que la expresio´n
∑
n
2m
~2q2
(En − E0)| < n|
∑
a
e−i~q·~ra |0 > |2 = Z. (B.26)
Remplazando dicha expresio´n en la ecuacio´n (B.24) y utilizando las aproximaciones
de a´ngulos pequen˜os de dispersio´n, en la cual (v0/v)
2 << ϑ << 1, se tendr´ıa para el
diferencial de retardo efectivo
dκ = 4π
Ze4
mv2
dq
q
= 2
Ze4
mv2
dΩ
ϑ2
. (B.27)
Se determinara´ entonces el retardo efectivo total κ(q1), para todas las colisiones en las
cuales la tranferencia de momento no excede el valor q1, tal que
v0
v << a0q1 <<
v
v0
,
evaluando la expresio´n
κ(q1) =
∑
n
∫ q1
qmin
(En − E0)dσn, (B.28)
teniendo para qmin el mismo valor encontrado en la ecuacio´n (B.20).
Para evaluar la integral, se dividira´ el rango de integracio´n en dos partes, una desde
qmin hasta q0, y la segunda desde q0 hasta q1, siendo q0 algu´n valor de q0 tal que
v0
v << a0q0 << 1. Para el primer rango de la integral, se utiliza la seccio´n eficaz
diferencial dada en la ecuacion (B.23), encuentra´ndose para el retardo total efectivo
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evaluado hasta q0
κ(q0) = 8π
( e
~v
)2∑
n
| < n|
∑
a
dx|0 > |2(En − E0)
∫ q0
qmin
dq
q
= 8π
( e
~v
)2∑
n
| < n|
∑
a
dx|0 > |2(En − E0) ln q0~v
En − E0 . (B.29)
La segunda parte de la integral se evalua desde el retardo efectivo diferencial obtenido
a partir de la fo´rmula general para seccio´n eficaz diferencial, con lo cual se tiene para
el retardo efectivo total entre q0 y q1
κ(q1)− κ(q0) = 4π Ze
4
mv2
ln
(
q1
q0
)
. (B.30)
Sumando los resultados obtenidos para las dos partes de la integral, y utilizando el
Teorema de Sumacio´n para evaluar la primera parte de la integral, con el cual se
encuentra que ∑
n
(
2m
~2e2
)
(En − E0)| < n|dx|0 > |2 = Z. (B.31)
Calculando finalmente para el retardo efectivo total hasta q1, se llega a la expresio´n
κ(q1) =
4πZe4
mv2
ln
(
q1~v
I
)
, (B.32)
siendo I definida mediante la fo´rmula
ln I =
∑
nNon ln(En − E0)∑
nN0n
=
1
Z
∑
n
N0n ln(En − E0), (B.33)
correspondiente a la energ´ıa media del a´tomo, en donde
∑
nN0n es la amplitud de
oscilacio´n para la transicio´n, la cual es equivalente a la expresio´n en la ecuacio´n (B.31).
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